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TRIGONOMETRIA RETTILINEA 


CAPITOLO pomo 

Teorica delle funzioni circolari. 

1. Quando la determinazione di un quesito geometrico 
dipende da uno o da più angoli dati, la considerazione di 
questi non presenta difficoltà nella ricerca astratta di quel- 
lo: ma se è quistione di ottenere la effettiva determinazione 
grafica di ciò che si cerca, le operazioni necessarie per co- 
struire le quantità richieste, non possono andar disgiunte 
dalle inesattezze che provengono dalla imperfezione dei 
mezzi fisici che si adoperano; per conscguente la soluzione 
grafica se non riesce impossibile, è per lo manco inesatta. 
In tal caso all’uso della riga e del compasso, che sono gli 
strumenti più semplici, conviene sostituire il calcolo nu- 
merico, il quale se non sempre può dare risultamenti de- 
terminabili con esattezza matematica, ha non pertanto il 
vantaggio di poterli far essere approssimati a' veri per 
quanto più si desidera. 

Gli angoli rettilinei sono misurati dal rapporto che essi 
serbano all’angolo retto preso come unità, ovvero dal nu- 
mero che indica qual parte sia del proprio quadrante l’arco 
descritto co’ loro vertici come centro e con un raggio arbi- 
trario ; e come si è convenuto dividere la circonferenza in 
360 parti eguali dette gradi, ogni grado in altre GO parti 
eguali dette minuti primi, ogni minuto primo in 60 secondi, 
e cosi di seguito, avviene che all’angolo retto, cui sottende 
il quadrante, corrispondono 90 gradi, e perciò si conoscerà 
qual parte sia del retto quell’angolo del quale è dato il nu- 
mero de’ gradi • delle soddivisioni che si contengono nel- 
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l’arco circolare compreso fra’ suoi lati e descritto col ver- 
tice come centro, per modo che so questo contiene 18 gradi, 
tal numero essendo la quinta parte di 90, l’angolo di che è 
parola sarà un quinto del retto. 

Adunque' la indicazione del numero de’ gradi e delle loro 
suddivisioni corrispondenti ad un dato angolo è bastevole a 
farne acquistare precisa idea, per modo eh’ è indifferente 
particolarizzare un angolo, o invece precisare il numero dei 
gradi e de’ minuti che si contengono nell’ arco che lo misu- 
ra: e quando trovasi scritto A=175° 27' 41" 12"', vuol dire 
che l’ angolo, o l’ arco rappresentato con A contiene 175 gra- 
di, 27 primi, 41 secondi e 12 minuti terzi: più comunemen- 
te però la suddivisione de’ minuti secondi si fa decimal- 
mente. 

La misura degli angoli fatta in questo modo dà i numerj 
che loro possono essere sostituiti nel calcolo, ma sebbene 
riesca utile in molti rincontri, non è poi commoda nella so- 
luzione algebrica o numerica della maggior parte delle qui- 
stioni di geometria, dal perchè non si scorge con essa la 
dipendenza eh’ esiste fra la grandezza degli angoli e quella 
di altre rette che possono entrare in considerazione; e di 
vero con tal mezzo si vengono ad implicare unità di natura 
diversa nel medesimo calcolo, chè il numero de’gradi e mi- 
nuti si rapporta ad una unità circolare , e le altre grandezze 
ordinariamente si fanno dipendere da unità rettilinee. 

Fu perciò che i Matematici volsero in mente di sostituire 
alla misura degli archi quella della lunghezza delle corde 
sottese , rapportandole al raggio del cerchio cui apparten- 
gono come unità; e lo sviluppo successivo di questo princi- 
pio facendo modificare l’idea primitiva, condusse alla con- 
siderazione della metà delle corde e di altre rette, non meno 
che degli archi ad essi angoli corrispondenti, le quali quan- 
tità con nome complessivo si son chiamate funzioni circo- 
lari, dappoiché derivano dal cerchio. 

Proponendoci dapprima esporre i principii della teorica 
delle funzioni circolari, ci applicheremo in seguito alla va- 
lutazione delle connate rette corrispondenti a tutti gli an- 
goli di cui si può aver bisogno; e da ultimo passeremo a ri- 
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solvere il problema importantissimo , Deteìnninare numeri- 
camente i lati e gli angoli di un triangolo, qualora si abhiatio 
dati su /fidenti per la loro determinazione, il quale costituisce 
l'oggetto della Thigonometiua ; essa poi si distingue in Tri- 
gonometria rettilinea ed in Trigonometria sferica, a misura 
che i triangoli di che si occupa sono dell’ una o dell’altra 
specie. 


Definizioni delle linee trigonometriche. 

2. Avendo un angolo ACM, se col centro C e con l’inter- 
vallo CA si descriva l’arco AM, e da’ punti A ed M si tirino 
le AT, MP perpendicolari a CA, per 
modo che l'una incontri in T il rag- 
gio CM prolungato, e l’altra in P il 
raggio CA, le quattro rette MP, AT , 
CT, AP si chiamano rispettivamente 
il seno , la tangente , la segante ed il 
seno verso dell'angolo ACM, o del- 
l’arco AM; ed osservando che la se- 
gante CT sarebbe uguale all'altro raggio CA prolungato sino 
ad incontrare la tangente condotta per M, possiam dire che 
di un dato arco. 

Il seno è la perpendicolare che da un estremo di esso si 
tira sul raggio che passa per l’altro estremo. 

La tangente è la porzione della retta che tocca l’arco in 
un estremo , e resta intercetta fra il contatto ed il raggio 
che passa per l'altro estremo. 

La segante è il raggio condotto per la origine dell’arco, c 
prolungato fino ad incontrare la tangente tirata per l’altro 
estremo. 

Il seno verso è la parte del diametro condotto per l’origi- 
ne dell’ arco, la quale resta intercetta fra la detta origine ed 
il piede del seno. Or quando l’angolo ACM o pure l’arco AM 
si rappresenta con un simbolo a, le mentovate linee soglio- 
no indicarsi con 

sena, tuga, sega, senva. 
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3. Due archi diconsi complementali se terminano in uno 
stesso punto della circonferenza , ed hanno origine negli 
estremi del quadrante che li con- 
tiene o che è contenuto in uno di 
essi. Il seno, la tangente, la se- 
gante ed il seno verso di un arco 
si son chiamati rispettivamente 
coseno , cotangente , cosegante , e 
coseno verso dell’arco complemen- 
to. Così nella figura essendo BM 
r. il complemento dell’arco AM, le 
rette MQ, Bt, Cs, BQ , che sono il 
seno la tangente la segante e il seno verso dell’arco BM, 
saranno rispettivamente il coseno la cotangente la cose- 
gante ed il coseno verso dell’arco AM, per modo che si han- 
no pure le altre notazioni 

MQ=coso, Bt=cota, Cs = csga, BQ=cosva. 

E poiché MQ eguaglia la retta PC, cosi il coseno di un arco 
può anche definirsi esser la parte del raggio intercetta fra 
il centro ed il piede del seno. 

Tutte queste rette con nome complessivo vengono chia- 
mate linee trigonometriche , e si distinguono in dirette ed 
indirette; intendendo per le prime il seno, la tangente, la 
segante, ed il senoverso, e per indirette il coseno, la cotan- 
gente, la cosegante, ed il cosenoverso: intanto sia bene di- 
chiarare fin da ora che alle linee trigonometriche, non men 
che agli archi computabili da un punto fisso come origine, 
quante volte seguendo una direzione, vengano simboleg- 
giali per mezzo di lettere affette dal segno più, se occorre 
considerarle nel senso opposto, i loro simboli debbono essere 
affette dal segno meno, epperò, stabilito il punto A come 
origine degli archi , convenghiamo valutare i positivi nel 
senso ABA'B'A, ed i negativi secondo AB'A'BA. 

Per quanto concerne gli archi complementali è d’uopo 
aver presente che per gli archi di cui A è l’origine, quella 
de’loro complementi è in B , e che questi son positivi se 
procedono da B verso A, e negativi se da B verso A'; per 
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conseguente gli archi negativi, cioè quelli che precedono da 
A verso B'A'BA, hanno sempre i complementi positivi se 
sono minori del quadrante, e negativi se sono maggiori; e 
se rappresentasi, come è d’uso , con 2* la circonferenza di 
raggio 1, e con a un arco positivo, ■j* — a ne sarà il comple- 
mento ; c se l’arco è — a, il complemento sarà jit-f-a: sic- 
ché stando alle convenute notazioni algebriche possiamo de- 
finire altrimenti gli archi complementali dicendo esser quelli 
la cui somma algebrica è quanto il quadrante. 

4. Che se la somma algebrica di due archi è quanto la 
semicirconferenza *, essi diconsi supplementali; perciò del- 
l’arco a è supplemento 1’ altro « — o, e dell’arco — a il sup- 
plemento è iv-(-a. È facile ripetere su gli archi supplemen- 
tali le medesime osservazioni fatte per i complementi, ed 
all’ uopo è sufficiente ricordare che i supplementi hanno 
origine nell’ estremo opposto del diametro che passa pel 
punto in cui hanno cominciamento gli archi, e che son po- 
sitivi se procedono da A' verso B , e negativi se al contra- 
rio: laonde per gli archi positivi i supplementi saranno po- 
sitivi o negativi a misura che i primi sono minori o mag- 
giori della semicirconferenza; e per gli archi negativi i sup- 
plementi sono sempre positivi. 

Volendo determinare geometricamente il supplemento di 
un qualsivoglia arco AM, basta condurre per l’estremo M 
di esso una parallela MM' al diametro AA' che passa por 
l’origine A; si ha così l’arco AM' il quale eguaglia A'M e 
che del pari sarà il supplemento di AM. In tal modo ope- 
rando i supplementi avranno la medesima origine degli ar- 
chi, e come questi saranno positivi, o negativi se procedono 
da A verso B, o pure al contrario da A' verso B', il che si 
verificherà nelle stesse circostanze or ora indicate. 

De’ valori delle linee trigonometriche. 

5. Egli è ben evidente che tutte le linee trigonometriche 
variano in lunghezza ed in posizione al variar dell’arco cui 
si rapportano: or se supponesi che un arco, avendo princi- 
pio in un determinato punto, passi per tutti gli stati di gran- 
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dezza, e sia accompagnalo sempre dalle corrispondenti linee 
trigonometriche, vedremo da qui a poco che la lunghezza 
assoluta del seno e del coseno varia tra zero ed il raggio, e 
che le tangenti e le cotangenti possono acquistare un qua- 
lunque valore compreso fra zero e l’infinito che sono il loro 
minimo e massimo stato di grandezza. Ma per quanto risguar- 
da la posizione di esse la è sempre valutabile sopra rette 
fisse: ciò è manifesto per le tangenti, perchè sono costante- 
mente allogate su la retta TT', 
c procedono da A verso T qua- 
lora gli archi, che principiano 
sempre da A, hanno il loro ter- 
mine nel primo o nel terzo qua- 
drante; esse poi son dirette nel 
senso opposto, cioè da A verso 
T', se gli archi si arrestano nel 
secondo o nel quarto quadrante. 

E riflettendo che se dal punto M, ove termina un qualun- 
que arco AM , si conduca una perpendicolare MQ al diame- 
tro BB' perpendicolare a quello che passa per l’origine A, 
la parte CQ eguaglia in ogni caso il corrispondente seno MP, 
si resta persuaso che i seni possono sempre valutarsi sopra 
la medesima retta BB', e si verifica aver lutti origine comu- 
ne in C, ed esser allogati nella parte superiore CB , se gli 
archi cui appartengono sono minori della semicirconferep- 
za , e nella parte opposta , cioè sopra CB', e se gli archi ec- 
cedono la mezza circonferenza. 

Le seganti partono tutte dal centro del cerchio e si trova- 
no sempre sul diametro AA' dall’ una o dall’ altra parte del 
centro, verificandosi che le seganti degli archi terminati nel 
primo e nel quarto quadrante hanno direzioni opposte a quel- 
le relative agli archi che terminano nel secondo o nel terzo. 

Pel coseno, per la cotangente , e per la cosegante di un 
arco AM, che sono corrispondentemente il seno la tangente 
e la segante del complemento BM, van ripetute le prece- 
denti osservazioni con ricordare che B è la origine de’com- 
plementi; e quindi si potrà conchiudere, l.° che i coseni 
degli archi i quali terminano nella circonferenza BAB', pro- 
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cedono tutti per lo stesso verso , cioè da C verso A, e che. 
quell i degli archi terminati nell' altra mezza circonferenza 
BA'B' procedono nel senso opposto, cioè da G verso A'; 
2.° clic le cotangenti essendo allogale sulla retta tt', a co- 
minciar da B, son tutte dirette secondo Bt, se gli archi par- 
tendo da A terminano nel primo o nel terzo quadrante , e 
procedono in senso opposto se terminano in uno degli altri 
due quadranti; e 3.° finalmente che le cosecanti , le quali 
van rapportate sulla retta BB' si rivolgono dalla parte B 
qualora appartengono ad archi terminati nella semicircon- 
ferenza ABA, e dalla parte B' se si riferiscono ad archi 
compresi fra la mezza e la intera circonferenza. È osserva- 
bile intanto che tutti i diversi archi terminati in uno stesso 
quadrante hanno dirette nel medesimo senso le linee trigo- 
nometriche dello stesso nome. 

6. Avendo veduto che ogni linea trigonometrica, variando 
l’arco cui appartiene, può avere due direzioni opposte, no 
segue che quando il loro valore vien simboleggiato con let- 
tere, è necessario stabilire secondo quale delle due dire- 
zioni dcbbasi fissare lo andamento delle positive , affai di 
restare così assegnate di conseguenza le contrarie direzioni 
per le negative. Per tanto si è convenuto riguardare conio 
positive tutte le linee trigonometriche degli archi minori di 
un quadrante, e quindi i seni le tangenti e le seganti posi- 
s tive procedono rispettivamente da 

C verso B, da A verso T, da G ver- 
so S, e le negative nel senso oppo- 
sto; mentre i coseni le cotangenti 
e le coseganli positive son diretto 
da C verso A , da B verso t , da G 
verso B , e le negative in senso 
contrario. 

Posto ciò, riesce facile il com- 
prendere quale segno convenga 
alle linee trigonometriche di un arco qualunque, come AM", 
da rappresentarsi con a; poiché stando alle cose dedotte si ha 



M"P"=CQ' = scna, 
M"Q"= CP"=cos a, 


AT=tnga, 
Bf = cota, 


CS'=sega, 
Cs' = csga, 
2 
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fi quindi apparisce come pel detto arco AM", ad eccezione 
delle tangenti e delle cotangenti, che sono positive, le altre 
rette sono tutte negative, perchè seguono precisamente la 
direzione opposta a quella stabilita per le positive. 

Praticando simili osservazioni per altri archi, potrà con- 
chiudersi che quelli terminati nel primo quadrante han po- 
sitive tutte le loro linee trigonometriche, quelli terminati 
nel secondo quadrante hanno positivi solo il seno e la cose- 
gante, quelli terminali nel terzo hanno positive solo la tan- 
gente e la cotangente, e finalmente che quelli terminati nel 
quarto quadrante hanno positive solo la segante ed il coseno. 

Il seno verso ed il coseno verso sono sempre positivi, e 
variano tra zero ed il diametro; poiché qualunque sia l’arco, 
seguono -costantemente la primitiva direzione, cioè il seno 
verso da A verso A', ed il coseno verso da B verso B' : ma 
di queste due linee non ci occuperemo di vantaggio essendo 
rarissirnamenle usate, e però quando parleremo delle linee 
trigonometriche intenderemo parlare delle sole sei che ri- 
mangono, e che diconsi linee principali. 

7. Resta ora a tener parola dei valori correlativi delle li- 
nee trigonometriche, vale a dire esaminarne la grandezza 
una col segno che l’alTctta. All’ oggetto supponghiamo che 
il punto A percorra la intera cir- 
conferenza nel senso ABA' , si 
comprenderà di leggieri che il 
seno è nullo quando l’arco è zero, 
e che il primo aumenta positiva- 
mente al crescere del secondo ; 
ma quando l’arco giunge ad egua- 
gliare il quadrante, la lunghezza 
del seno pareggia quella del rag- 
gio, e poi diminuendo per gli ar- 
chi maggiori del quadrante si annulla di nuovo quando l’arco 
avrà ragguagliato la mezza circouferenza. Continuando a 
crescere gli archi come ABM'M",i seni divengono negativi, 
e diminuiscono a misura che l’arco si accosta a tre qua- 
dranti, raggiunto il quale termine, il seno diviene — R; e 
negli archi maggiori di tre quadranti i seni, mantenendosi 
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negativi, van crescendo e si annullano nuovamente quando 
i primi avranno raggiunto la intera circonferenza. 

Sicché il valore assoluto de’ seni va compreso fra zero ed 
il raggio, ed il valore correlativo, fra — R e -+-II ; ma in ogni 
caso è notevole, ciò che d’altronde è ben evidente, che il 
seno di un arco pareggia la metà della corda dell’arco dop- 
pio ; perciò sapendosi che i lati dell’esagono regolare, del 
quadrato, del triangolo equilatero e del decagono regolare, 
iscritti nel cerchio di raggio r sono espressi rispettivamente 
da r, rl/2, ,V3, t r (|/5— 1) (*), si hn 

sen30°=^r, sen45°=4 rl/2 , 

sen60°=|-rl/3. seti i8° =$r(\/E — 1). 

8. Per vedere i cambiamenti che subisce la tangente al- 
l’ aumentar dell’arco osserviamo, che stando alla sua defi- 
nizione, apparisce chiaro esser nulla quando l’arco è tale, 
ed a misura che questo tende a raggiungere il quadrante , 
la lunghezza della tangente ingrandisce rapidamente, di 
modo che quando l’arco avrà ragguagliato un tal limito, la 
lunghezza della tangente è divenuta maggiore di qualunque 
quantità assegnabile, ossia infinita. Intanto se l’arco seguita 
a crescere, mantenendosi minore di due quadranti, e addi- 
viene per es.° ABM', allora il raggio che passa per M' non 
può incontrare la tangente menata dall’altro estremo Anello 
parte AT stabilita per verso positivo, ma invece la incontra 
nella direzione opposta in T'; quindi è che le tangenti tri- 
gonometriche degli archi compresi fra uno e due quadranti 
sono negative; e come il punto T' si va accostando al punto 
A quando l’arco si avvicina ad AMA', cosi è chiaro esser la 
tangente di nuovo nulla quando l’arco eguaglia i due qua- 
dranti. Se l’arco cominciando dal punto A termina inM", le 
tangenti ricadranno sulla direzione AT, e però saranno po- 
sitive e quindi, passando per l’ infinito, cambiano segno e 
divengono negative negli archi maggiori di tre quadranti e 
minori di una circonferenza. Varia dunque il valore asso- 

fi) Ciò si rileva dalle proposizioni 3, 4 c 5 del IV.” libro della geometria di 
Lcgondrc. 
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luto della tangente tra zero e l 'infinito , ed il valore infinito 
può essere limite di quantità positive o negative; ond’è che 
il suo valore correlativo va compreso fra + » e — ao . In- 
tanto è rimarchevole che quando l’arco è di 45° il triangolo 
rettangolo ACT è anche isoscele, e quindi AT=CA vale a 
dire che la tangente dell’ angolo semiretto eguaglia il raggio 
trigonometrico. 

9. Il valore della segante può variare tracimiti stessi della 
tangente , ed essa diviene infinita in tutti gli archi la cui 
tangente è anche tale; ma quando si tratta di archi cui cor- 
risponde la tangente nulla, la segante è eguale al raggio del 
cerchio, però il segno di essa è positivo per lutti gli archi dei 
quali il termine cade a destra del diametro BB', e negativo 
quando giaco nella semicirconferenza BA'B'. 

Ragionando similmente pel coseno , si vedrebbe che al 
pari del seno il suo valore può variare fra i limiti -)-R e — R, 
e che sarà zero per gli archi eguali ad uno o a tre quadranti; 
e per gli archi di 45° poiché il seno del complemento di un 
orco è il-coscno di questo, si ha 

cos45°=sen45°=^ rl/2. 

Egualmente si vedrebbe che i valori delle cotangenti o 
delle coseganti possono variare tra — oo e -l-oo. 

10. Gli archi negativi, quale che ne sia la lunghezza, han- 
no le linee trigonometriche eguali in grandezza assoluta , e 
(ad eccezione del coseno e della segante) in direzione oppo- 
sta a quella che essi archi avrebbero se fossero positivi. Ciò 
diviene chiaro con la semplice ispezione di una figura, in 
cui fossero segnati due archi eguali e diretti in senso con- 
trario , una con tutte le loro linee trigonometriche rappor- 
tate sulle rette fisse, di cui. si è fatta parola qui sopra; ma 
Lasciando al lettore la cura di formarsi la figura, perchè non 
possa cadere in equivoci, gli ricordiamo che i complementi 
hanno la stessa origine tanto per gli archi positivi, quanto 
pe’ negativi. Dunque possiamo notare che 

scn( — «)= — sena, tng( — a)= — tuga, seg( — a)— sega 

cos( — a)=cosa, cot( — a)= — cola, csg( — a)= — csga 
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11. Da ultimo piova osservare che sono eguali in valore 
assoluto tutto lo linee trigonometriche dello stesso nome ap- 
partenenti a due archi supplementali , e che ad eccezione 

del seno e della cosegante , 
le altre hanno segni dissimi- 
li. Di fatto se AM, AM' sono i 
due archi supplementali rap- 
portati alla medesima origi- 
ne , è chiaro che GQ, e CBS 
sono il seno e la cosegante di 
entrambi , e che alle rette 
AT e CS ( a causa dei trian- 
goli CAT , CSM rispettiva- 
mente eguali a’ due CAT', CM'S') sono eguali ed opposte le 
altre AT' e CS', che sono la tangente e la segante dell'arco 
complemento AM'; così pure CP e Bt, che sono il coseno e 
la cotangente di AM, per simile ragione sono eguali e di op- 
posta direzione alle rette CP', Bt, che sono il coseno è la 
cotangente di AM' ; si hanno quindi le formolo 



sen(ir — a)=sena, tng(«- — a)= — tnga, seg(* — a)— — sego, 
csg(* — a)=csga, cot (« — a)= — cota, cos(* — a)= — cosa. 


Degli archi che corrispondono ad una medesima 
linea trigonometrica 

12. Qualora è dato un arco, la determinazione delle sue 
linee trigonometriche è sempre un problema determinalo 
al pari della quislione inversa, cioè, data una linea trigono- 
metrica trovare l’arco corrispondente che sia minore della 
circonferenza; benché nel primo caso il problema ammetta 
una soluzione, e nel secondo ne ammetta quattro, delle quali 
due positive e due negative. Ma potendosi considerare archi 
i quali sorpassino la lunghezza di una o più circonferenze, 
nulla impedisce d’immaginare in essi le stesse lince di cui 
abbiam tenuto parola, ed allora trovare l’arco corrispon- 
dente ad una data linea trigonometrica , è problema inde- 
terminato; laonde il nostro impegno è di assegnare le for- 
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mole, da cui si possono dedurre tutti gl’ infiniti archi che 
convengono ad un dato seno, ad un dato coseno ec. 

Questa ricerca va eseguita mediante la osservazione che 
le linee trigonometriche di un dato arco sono identicamente 
le stesse di quelle appartenenti a tutti gli altri, che si for- 
mano aggiungendo al primo un qualsivoglia numero di cir- 
conferenze; poiché i novelli archi così formati hanno il loro 
termine nello stesso punto dell’arco dato. 

È poi manifesto che se la data linea è il seno o il coseno, 
il suo valore assoluto dev’essere minore del raggio; se fosse 
la segante o la coscgante, il valore corrispondente dovrebbe 
superare quello del raggio ; e se fosse la tangente o la co- 
tangente, per esse potrebbe esser dato un valore qualunque. 

13. Dato il seno o la coscgante. Sia b il valore positivo del 
seno o della coscgante di un arco ignoto X: sulla retta BB', 

ed a partire da C, si tagli 
nel senso conveniente 
una parte CQ ( fig . 2") e- 
gualeal dato seno, ovvero 
una distanza CS eguale 
'■ alla data cosegante. Or 
sia che dall’ estremità Q 
del seno si tiri la corda 
®T MM' parallela al diame- 
li?- 5.° tro AA', o chedall'estre- 

si conducano le tangenti SM , SM', 
si otterranno sempre due punti M, M', che determinano due 
archi positivi AM, AM' ed altri due negativi AB'M, AB'M', i 
quali hanno lo slesso seno dato, o la stessa cosegante: ma 
se, occupandoci prima de’soli archi positivi, rappresentiamo 
con a quello de’ due ch’è minore del quadrante, cioè se fac- 
ciasi arco AM=a, l’altro AM' sarà espresso da * — a, e se 
tanto all’uno che all’altro aggiungasi nel senso degli archi 
positivi un qualsivoglia numero n di circonferenze, ò chiaro 
che tutti i diversi archi positivi cosi formati, i quali comin- 
ciano da A e terminano sempre in M o in M', avranno il 
dato seno o la data coscgante , e saranno compresi nelle 
due forinole 

2n*-|-a [1], (2n -+-!)* — a. [2] 



Fig. l.« . 

mo S della cosegante 
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Se in queste espressioni si attribuiscono valori negativi ad », 
si avranno pure tutti gli archi diretti nel senso AB'A' corri- 
spondenti alle date linee. Di fatto il valore assoluto degli 
archi AB'M , AB'M' è rappresentato da 2* — a, «'-t-a , sicché 
aggiungendo a ciascuno di essi un qualunque multiplo k 
della circonferenza, lutti gli archi che terminano negli stessi 
estremi di loro saran dati dalle forinole 

l)<r — a , (2fe-f-l) — ) — et , 

e cangiando i segni , per rapportarle a’ medesimi archi ma 
diretti nel senso de’negativi, si avrà 

— (2fc + l)*-f-a , — (2fc-t-l)* — «; 

e come — 2(fc-j-l), — 1 ) esprimono due numdri negativi 

l’uno pari, l’altro dispari, cosi tutti gli archi determinabili 
con queste due forinole lo saranno pure dalle precedenti 
[1] e [2], sol che vi si consideri » negativo. 

Quando poi il seno o la cosegante fosse negativa, la so- 
praindicata costruzione dà (fig. l a ) i punti M", M'", i quali 
determinano gli archi positivi (a rappresentando il più pic- 
colo di essi) ABM"=o, ABM , "=2«'— AM"'=2*— A'M"= 
2* — (ABM" — ABA')=2<r — (a — *)=3* — a, c i due nega- 
tivi AB'M"= — 2*-t-a, AM"'=* — a a’ quali aggiungendo se- 
condo la propria direzione qualsivoglia multiplo della cir- 
conferenza, le corrispondenti notazioni saranno, per gli ar- 
chi positivi 

2k« + a, (2/c-J-3)«r — o, 

epe’ negativi 

— 2(fc-(-1)« , -4-o , — (2 k — l)* — a, 
le quali tutte sono comprese nelle forinole [1] e [2], c che 
perciò sono atte a determinare tutti gli archi X corrispon- 
denti ad un dato seno o ad una data cosegante, ritenendo 
che n esprima un qualunque numero intero positivo o ne- 
gativo , e che può essere anche zero, ed inoltre che a dinoti 
il più piccolo arco positivo corrispondente alla data lidea. 

14. Data la tangente o la cotangente. Si tagli sopra TT' o 
sopra tt‘ , a partire dal punto di contatto e nella corrispon- 
dente direzione , una parte eguale al dato valore che sup- 
ponghiamo positivo, si unisca l'estremo della retta cosi de- 
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terminata col centro e si prolunghi; si otterranno cosi i due 
punti M, M" nei quali terminano tutti 
gli archi positivi o negativi che hanno 
la data tangente o la data cotangente. 
Ritenendo il simbolo a per indicare il 
più piccolo arco positivo AM corri- 
spondente alla data linea, l’altro ar- 
co AISM", di cui la lunghezza eguaglia 
mezza circonferenza più l'arco AM, 
sarà indicalo da «•—}—«; quindi gl’innu- 
merevoli archi positivi terminati in M" saranno espressi da 
2k« + a, (2fe+ì )* 4 - a. Gli archi negativi poi AB'M, AB'M" 
sono rappresentati da — 2 * 4 - 0 , — « 4 -a , e quindi gli archi 
negativi terminati negli stessi punti M,M" saranno espressi 
da — 2(fc4l)*4-a, — (2fe — 1 )«■ — (— cz , le quali espressioni 
una con le precedenti sono comprese nella sola formolo 

a , 

in cui « può eguagliare qualunque numero. E quando la data 
linea fosse negativa, la costruzione darebbe i punti 
nei quali han termine i due archi positivi ABM' ABM'", i 
due negativi AB'M', AM'", e tutti gli altri che si formano 
aggiungendo a ciascuno di essi un qualsivoglia numero di 
circonferenze; ed essendo 

ABM'=a , ABM"'=2*’— AM"=2*— A'M'=«- 4 -o, 
AB'M"=— 2*4o , AM'"=— * 4 -a , 


aggiungendo a’ primi due 2 fc*, ed a’ secondi — 2 k«, si avran- 
no le espressioni 

/ 2fc*4-a , (2ù— f-i)*4-& » — 2(fc-(-l)«4-a » — i'2k 4 1 I ^ j 
le quali sono comprese nell’unica forinola 
n«f 4- a , 

quoterà si stabilisce per n un conveniente valore intero po- 
sitivo , negativo, ed anche nullo. 

15. Data la segante 0 il coseno. Con ragionamenti allatto 
simili si troverebbe la formola 

X=2n*±a. 
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Relazioni fra le linee trigonometriche degli archi che 
differiscono per un multiplo della semicirconferenza o 
del quadrante. 


16. Se ad un dato arco si aggiunga un numero pari di se- 
micirconferenze , tutte le linee de’ novelli archi risultanti 
saranno identiche a quelle dell’ arco proposto : ma se al 
dato arco si aggiunga un numero dispari di semicirconfe- 
renze allora tutte le linee trigonometriche conserveranno 
lo stesso valore assoluto e , ad eccezione della tangente 
e della cotangente, avranno il segno contrario, perchè in 
tal caso tutti gli archi terminano in un punto eh' è diame- 
tralmente opposto a quello ove termina il dato. Per siffatte 
osservazioni si deduce immediatamente 


s e n (2k« -{-a)—s e n a, 
sen[(2fc±;l)ir-f-a]= — scn a , 
ed essendo sen(«r — a)=sena, 
sen[(2fc+l)< — a]=sena, 
sen[2(2fcq-l )«• — a] = — sena, 
or queste relazioni possono tul 
sen(»nf-|-a)=( — 1)” sen a, 


cos(2fe«f-j-a)=cos a 
cos[(2A-+-l )«•—{—«] = — cos a 
cos(« — a)= — cos a, si ha pure 
cos [(2fc -t-l)*r=a]= — cos a 
cos[2(2fc-(-lW — a]=cos a ; 
e essere dedotte dalle sole due 
cos(w*iH-a)=( — 1)’* cosa, [1] 


nelle quali il numero positivo n può supporsi qualunque; di 
fatto quando esso è pari i coefficienti de’ secondi membri so- 
no positivi, e quando è dispari sono negativi, e perciò que- 
ste ultime formole quando n è pari s’ identificano con le pri- 
me due , e quando è dispari con le seconde due; che se poi 
a è negativo, esse formole si cangeranno nelle ultime due 
coppie, poiché sen( — a)= — sena, cos( — a)=-f-cosa. 

In queste formole l’arco a è supposto minore della semi- 
circonferenza, ma quand' anche ne fosse qualunque la gran- 
dezza ed il segno, esse formole sussisterebbero, e sarebbe 
facilissimo convincersene ragionando, come sopra, a co- 
minciar da uno di tali archi. 

3 
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! 17. Se all’arco AM=« si aggiungesse un numero pari di 
quadranti sarebbe lo stesso che aggiungergli un numero 
pari o dispari di semicirconferenze, quin- 
di i seni o coseni degli archi che differi- 
scono per un multiplo pari del quadrante, 
sarebbero dati dalle forinole [1] : ma se 
all’arco primitivo AM = a si aggiungono 
successivamente 1, 3, 5, 7.... quadranti , 
gli archi risultanti avran termine in uno 
de’ punti M', M'" ; or come dell’arco AM' il seno M'P' egua- 
glia il coseno CP dell’arco complcmentale AM=ct, e trovasi 
diretto nel senso de’ positivi, mentre dell’altro AM'M'" il 
seno M'"P'" eguaglia P'M' ed è diretto in senso contrario ; 
cosi, facendo osservazioni simili pe’ coseni, risulta 


sen (*4-0) = cosa , 

cos(?-f-a) = 

— scn a 

scn(3*-f-a)= — cosa , 

cos(3*n-a) 

= scna 

sen( 5y-t-a)=cosa , 

cos(5*+a) 

= — sena 


formolo che vanno tutte comprese nelle due seguenti 

sen[j (2n + l ) -f-aj=( — 1) n cosa, 

cos£* (2n-t-l)4- «]=( — '!)" sena, 

e che si possono scrivere diversamente introducendo il sim- 
bolo i per dinotare un qualunque numero impari 2»-f-l , chò 

t — 1 

allora dalla equazione i=n-f-l si ricava n —— - — , e le 
formole precedenti addivengono 

<-i \ 

senf i--f-a)=( — 1) 2 cosa, / 

W PI 

cos(i *-)-«)=( — 1) 2 sena. ) 

Seguendo un procedimento analogo per la tangente e co- 
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tangente, e per la segante c cosegante, si otterrebbe 
tng(n*+a)=tnga , cot(n«r+a)=cota 

tng(i^H-a)=— cotd, cot (i £-f-a)=— cola 

s eg(n»r+a)=(— l) B sega, csg(««H-a)=(— l)"csga 

i+l • — * 

seg(*^-ha)=(— 1) 4 esga, csg(i ^+a)=(— 1) * sega. 

Mediante le osservazioni fatte nel cominciamento del nu- 
mero 10, e le nozioni date ne’ due precedenti, si potrebbero 
dedurre ben molle altre relazioni fra le linee trigonometri- 
che di archi, i quali differissero per multipli della semicir- 
conferenza o del quadrante : ma volendo limitarci a quel 
tanto che basta per una bene intesa inslituzione , non ag- 
giungiamo altro a quello che abbiamo esposto fin qui. 

Riduzione delle linee trigonometriche 
al primo quadrante. 

18. Da’principii che abbiamo esposto fin qui, non meno 
clic dalle formolo testé trovate, segue che la calcolazione 
delle lineo trigonometriche di un arco X comunque grande 
può farsi dipendere da quella di un altro minore del qua- 
drante, lo che dicesi riduzione delle lince trigonometriche al 
primo quadrante. Di vero togliendo in prima tutte le volle 
ch’ò possibile la intera circonferenza dall’arco dato, la li- 
nea di cui si va in cerca è identica a quella del residuo, e 
se questo è maggiore di mezza circonferenza la si tolga, e 
lo linee trigonometriche del nuovo residuo (ad eccezione 
della tangente e della cotangente, che rimangono identiche) 
saranno eguali e di segno contrario a quelle del primo : in 
fine se 1’ arco residuale è maggiore del quadrante, le sue li- 
nee si potranno dedurre dal supplemento di esso (Itì), il 
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quale sarà minore del quadrante. Così per determinare ad 
esempio il seno dell’arco X=1404°, si ha 

senI404°=sen(3.360 o +324 o )=sen324 o =sen(180° + 144°) 
= — senl44®= — sen 54®. 

Ma la determinazione delle lince trigonometriche degli ar- 
chi può anche farsi dipendere da quello di altri che siano 
minori della metà del quadrante , ossia minori del primo 
ottante, poiché se l’arco minore del quadrante, cui si per- 
viene operando come sopra, eccede quarantacinque gradi , 
il seno, la tangente e la segante di esso saranno eguali al 
coseno, alla cotangente ed alla coseganle del suo comple- 
mento, il quale sarà necessariamente minore della metà del 
quadrante. Sicché le linee trigonometriche le quali importa 
calcolare son quelle relative agli archi compresi fra zero ed 
il primo ottante, cioè fra 0°, e 45°. 

19. Quando gli archi simboleggiati con X vengono asse- 
gnati per mezzo di alcuna delle loro linee trigonometriche 
si chiamano funzioni circolari inverse, e tutti quelli a’ quali 
corrisponde una medesima linea trigonometrica t, che sup- 
ponghiamo essere un seno, qualora vengono rapportati al 
cerchio di raggio R , diverso dall’unità, si esprimono per 
mezzo della forinola 

X = Ar.sen< , 

in cui la lettera iniziale A è maiuscola, per distinguere que- 
sto caso da quello in cui l’arco fosse valutato nel cerchio di 
raggio 1, per il quale si adopera la iniziale minuscola. 

Intanto è da osservare che la espressione x dell’arco si- 
mile, o dello stesso numero di gradi , da valutarsi nel cer- 
chio che ha per raggio l’unità, sarà data dalla forinola 

a: = R.ar.sen-^ : 

ciò deriva dacché gli archi simili, cioè quelli che misurano 
lo stesso angolo, non meno che tutte le loro linee trigono- 
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metriche dello stesso nome, sono proporzionali a' raggi dei 
cerchi cui appartengono (*). Di fatto, quan- 
t do CM=R, Cm=l , MP = t, si ha 

1 : R : : mp : t, 1 : R : : are . am : Are. AM 

d’onde = Are. AM=Rarc. am. 

t 

e perciò x=R.ar.sen— • 



20. Per la proporzionalità delle linee trigonometriche omo- 
nime (, t' a' raggi R ed R' de’cerchi cui appartengono avvie- 
ne che quando son conosciuti i valori delle linee trigonome- 
triche di archi computali nel cerchio di raggio R,si possono 
dedurre, con una semplice moltiplicazione, i valori di quelle 
relative agli archi simili e di raggio diverso R': in fatti dalla 


proporzione si ricava t'=R' — , 


e quando R=1 si ha t'=R't. 


Adunque se fossero calcolati i valori delle linee trigonome- 
triche relative al cerchio di raggio uno, e che diconsi seni 
naturali, coseni naturali ec. moltiplicandoli pel fattore co- 
stante R\ si otterrebbero i valori delle linee omonime rela- 
tive al cerchio che avesse per raggio l’anzidetta costante R'. 


Relazioni fondamentali delle linee trigonometriche. 


21. Determinale graficamente le linee trigonometriche 
principali di un arco qualunque AM=a, esse formano sem- 
pre tre triangoli CPM, CAT, CBS, i quali sono evidcnle- 


(■) Che gli archi simili siano proporzionali a - loro raggi è (limosinilo nel co- 
rollario della proposiziono XI del quarto libro della Geometria di Legendre; e 
che agli slcssi raggi siano proporzionali le linee trigonometriche omonime , si 
appalesa nella figura, a causa della similitudine de’ triangoli che vi sono c de- 
gli altri che si potrebbero segnare negli archi complementi. Sicché rappresen- 
tando l, I' due linee trigonometriche omonime di due archi simili clic avessero 
Il ed II' per raggi, si ha t : t : : R : R'. 
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monte rettangoli e simili tra loro (*). Or siccome la simili- 
tudine di due triangoli con un terzo 
porta con se quella de’ due , così le 
tre proporzioni che sussistono fra’ 
luti de’primi sono conseguenza delle 
sei che risultano dal paragone di essi 
col terzo triangolo: ma in ogni cop- 
pia di triangoli simili una delle tre 
proporzioni eh’ esistono fra’ lati è 
compresa nelle altre due, quindi il paragone de’ tre trian- 
goli formati dalle linee trigonometriche di un arco dà luogo 
a quattro proporzioni distinte; ed inoltre, poiché dall’ esser 
rettangolo un solo di essi dev’ esserlo parimenti ciascuno 
degli altri due, atteso la loro somiglianza, cosi tutte le rela- 
zioni distinte fra le linee trigonometriche si riducono a sole 
cinque. Adunque il triangolo CPM per aver l’angolo in P 
retto, e per esser simile all'altro CAT, dà 



MP%-PC* 

=CM* 

ossia 

sen*a-t-cos*o=R i , 

m 

CP : PM : : 

CA : AT, 

t* 

R sen a 

luga= , 

cosa 

[2] 

CP : CM : : 

CA : CT, 

» 

R* 

scga= , 

cos a 

[3] 

c la somiglianza dello stesso triangolo CPM con l’altro CBS 

dà pure 





MP : PC : : 

CB : BS, 

ossia 

R cosa 

cota=- , 

sena 


PM: CM:: 

CB : CS, 

»> 

R* 

csga= 

sen a 

[5] 


Son queste le cinque forinole fondamentali, ed importando 
mollo il ricordarle ne riportiamo la traduzione in linguaggio 
ordinario. 


(') Quando 1’ arco dato eguaglia uno o più quadranti , i detti triangoli 
cessano di esistere, non pertanto ic relazioni clic saremo per dedurre saran 
pure applicabile a la' casi. 
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Il quadralo del raggio eguaglia la somma de' quadrati del 
seno e del coseno. 

La tangente di un arco è uguale al raggio moltiplicalo pel 
seno e diviso pel coseno. 

La segante pareggia il quadralo del raggio diviso pel coseno. 

La cotangente eguaglia il raggio moltiplicato pel coseno e 
diviso pel seno. 

La cosegante di un arco è uguale al quadrato del raggio 
diviso pel seno. 

Frattanto si noli che nel caso in cui l’arco del quale si 
tratta eguaglia precisamente uno o più quadranti, il valore 
delle linee assegnato da queste regole è conforme a quello 
clic si deduce direttamente sulla figura: ed avendo fatto 
rilevare fin dal cominciamento di questo numero, che i tre 
triangoli formati dalle linee trigonometriche di un arco sono 
sempre rettangoli e simili fra loro, riesce oltremodo evi- 
dente la generalità delle anzidelte regole in rapporto al va- 
lore assoluto delle linee: ma dalle medesime regole se ne 
deduce pure, ed in ogni caso, il segno c quindi la direzione: 
di fatto, se l’arco cui si rapportano le linee è compreso fra 
il secondo cd il quarto quadrante, il seno ed il coseno di 
esso sarebbero negativi (Gel 7), quindi le formole [1]...[5] 
mostrerebbero che la tangente e la cotangente sono positive, 
e che la segante e cosegante sono negative ; e potendo far 
simili riflessioni per qualunque altro arco, si rinviene sulle 
osservazioni del num. li; ed osservando che le cinque for- 
mole restano inalterate col cangiare a in — a, si può con- 
chiudere che le medesime sono generali, e però si possono 
adoperare con vantaggio affìn di giudicare immediatamente 
del segno o della direzione di una linea di dato arco, che 
anzi con la semplice ispezione delle formole [5] e [3] si ri- 
leva come 

Il segno del seno di un arco è sempre simile a quello della 
cosegante, cd il segno del coseno è sempre simile a quello 
della segante. 

22. Nel fine di esercitarsi al maneggio delle trovate for- 
mole, ed anche per pruovare co’ fatti che tutte le rimanenti 
proporzioni, le quali sussistono per effetto della considerata 
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similitudine de’ Ire triangoli, sono conseguenze di quelle da 
cui hanno origine dette forinole, osserviamo che la relazio- 
ne [4] combinandola con l’altra [2] dà 


cota= 


Rcosn 


=R‘ : ■ 


R sen a 


R* 


cosa 


tuga 


d’ onde le altre regole: la cotangente di un arco eguaglia il 
quadrato del raggio diviso per la tangente , e viceversa la 
tangente eguaglia il quadrato del raggio diviso per la cotan- 
gente, ciascuna delle quali, atteso la semplicità, può sosti- 
tuirsi con vantaggio alla [4] , e si avrebbe potuto ricavare 
direttamente dalla proporzione tuga : R : : R : cota la quale 
deriva dalla somiglianza dei due triangoli CAT, CBS : e da 
ciò apparisce che il segno della tangente è sempre simile a 
quello della cotangente. 

Parimenti essendo 


tnga= 


Rsena sena 


R» 

cosa ’ 


cos a R 

ed il secondo fattore dell’ultimo membro, per effetto della 
relazione [3], essendo uguale a sega, avviene che 
sena sega 


tnga= 


R 


ossia che R : sena: : sega: tnga , 


in conformità di quello che risulta direttamente dal paragone 
della prima coppia de’ triangoli simili considerati più sopra. 
Cosi pure, a causa delle relazioni [4] e [1], si ha 

Rcosa Rl/R* — sen*a 


e quindi 


' cota 


cota 


R 4 — R*sen*a 


d’onde sen*a= ; 


R* 


cot*a ’ R*-t- col’ a ’ 

e questo valore sostituito nella formolo [5], dopo averne ele- 
vato a quadrato i due membri, darebbe 

R 4 

csg ‘ a=R : Rqr^ =n ' +C0t ‘ a ’ 

lo che costituisce un’altra relazione, la quale avrebbe po- 
tuto dedursi dal triangolo rettangolo CSB. 


Digitized by Google 



Si proverebbe in modo affatto simile che dalle forinole prin- 
cipali si possono dedurre tutte le altre relazioni che nascono 
dal paragone diretto de 'tre triangoli indicati dapprima. 

23. Avendosi dunque cinque equazioni fra sei linee trigo- 
nometriche , è chiaro clic quando fosse conosciuto il valore 
di una qualunque di esse, potrebbe dedursene quello di cia- 
scuna delle rimanenti facendo uso delle ovvie regole di eli- 
minazione. Cosi posto che fosse noto il valore di seno, l’e- 
quazione [1] darebbe 


cosa=|/ , K® — sen"o , 


tnga= 

Rsena 

Rsena 

cosa 

l/R a — sen'a 

C i\Cf il — 

R 2 _ 

R* 

U 

cosa 

|/R a — sen*a 

cot (l ” 

licosa 

Rl/R a — sen’a 


sena 

sena 


R* 


CS|j (l — - 

sena 



Similmente se fosse dato tngo, eliminando cosa, o pure 
sena, fra l’ equazioni [d] e [2], si avrebbe il valore di sena 
o quello di cosa f), cioè 

Rlnga R a 

sena= " — . cosa= — 

V R“-t- tiig‘a l/R*-)-tng®a 


’(■) La eliminazione di sen a resta facilitata con lo aggiungere R a ad ambo i 
membri dell'equazione [2] dopo di averli innalzati a quadrato, cliè allora 
si ha 


R a -+- lng a a=:R a - 


R a scn a a R a (scn a a+cos a a) R 4 

cos a a cos’a cos a a ’ 


e quindi 

R a 


cosar: — ■ : 

|/R*+tng “a 


, . tnga.cosa 

o dalla stessa forinola [2J ricavandosi scnarr , la semplice so- 

stituzione del trovalo valore di cosa darebbe quello di sena, quale appunto 
è scritto nel testo. 


4 
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e quindi si otterrebbero le altre tre qui in seguito segnate 


sega; 


R* 


cosa 


=l/R*-t-tng*a 


licosa R 

cota= ■ = , 

sena tnga 

R" Rl/RM-tng’a 

csga = = ! 5 

sena tnga 

Simile procedimento farebbe trovare il valore delle linee 
trigonometriche in funzione del coseno, della segante cc. 

La duplicità del valore clic presenta ciascuna delle for- 
mole che precedono, c che sono affette da un radicale, 6 
cagionata dall’esservi, secondo una medesima direzione, duo 
soli archi minori della circonferenza, che possono avere quel- 
la stessa linea trigonometrica con la quale si sono espres- 
se tutte le altre ; però ne' casi particolari , essendo pre- 
cisalo quale de’ due archi ha la data linea , si saprà di con- 
seguenza quale debb’ essere il segno della linea che trovasi 
espressa in funzione di quella, e quindi si conoscerà con 
quale seguo debbasi considerare il radicale. 

24. In tutte le formole esibite il primo membro è sempre 
una retta , e però non essendovi unità esplicita, esse sono 
omogenee; ma quando supponesi 11=1 , la condizione di o- 
mogeneità sparisce affatto; cosi nell’ ipotesi che t esprime la 
tangente trigonometrica di un arco del cerchio di raggio 1, 
si ha 


l/T+F* 

cs gm= — - — , 

non pertanto sarà oltremodo facile far divenire omogenee 
tali formole, e ciò con aggiungere come fattore, in quei 
termini che trovansi in difetto della conveniente dimensio- 
ne, una lettera in luogo dell’unità, ed elevarla ad una po- 
tenza pari al numero de’ fattori che mancano in quel termi- 
ne ; cosicché se si fa uso del simbolo R per dinotare il rag- 
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gio che si era preso per unità, si ottiene 

r.l/K’-j-r R l/K*+tng*w 

csgrn= = 1 — 2 

t tng in 

Premesse queste idee, conviene occuparsi della soluzione 
di alcuni problemi, da’ quali derivano molte altre relazioni 
fra le linee trigonometriche, relative ad archi clic siano la 
somma o la differenza di altri ; e di queste relazioni noi e- 
sporremo solo le principali, ondo far esser completi gli ele- 
menti della teorica delle funzioni circolari. 

25 . l’roblcnia l .° — Dati il seno ed il coseno di due ar- 
chi , trovare il seno ed il coseno della loro somma, e della 
loro differenza. 

Siano AM ed MM' due archi rappresentati rispettivamente 
da a e b, e supponiamo in- prima che sian tali da far risul- 
tare la loro somma minore di un quadrante. È dato il rag- 
gio R del cerchio, e suppongonsi note le rette 

MP=sena, PC=cosa, M'Q=senh, QC=cos6, 

per lo cui mezzo son da determinarsi le 
altre 

M'P'=sen(a-|-l») , P'C=cos(«-f-6). 
Fatta la costruzione della figura, si vede immediatamente che 

M'P'^P'R+RM^QS+RM', P'C=CS— SP'=CS— QR , 


e perchè il triangolo CI’M è simile all’uno e all’altro de’due 
CQS ed M'RQ, si hanno Inseguenti relazioni 


CM : MP : 

: CQ : QS, d’onde 

QS 

MPXCQ 

sena cosà 

CM 

lt 

CM : GP : 

: CQ : CS, 

CS 

_ CPxCQ 

cosa cosò 

CM 

II 

CM : CP : 

.M'Q : M'R, » 

M'R: 

CPxM'Q 

cosa senh 

CM 

R 

CM : PM : 

: M'Q : QR, » 

QU 

PMxM'Q 

sena seni» 

CM 

R 


■p ar 
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M'P'=sen(a-f-b)= 


sena cos b-f senb cosa 


CP'=cos(a-f-b)= 


R 

cosa cosi) — sena scn b 


R 



Dippiù, prolungandosi M'Q sino ad M", il raggio CM eh’ è 
perpendicolare alla corda M'M", dividerà l’arco sotteso per 
metà, ed in conseguenza M"M = MM'=b, sarà perciò l’arco 
AM"=a — b ; ed avendo riguardo alla uguaglianza evidente 
de’ due triangoli M'QR, M"(jT, si ha 

M"P"=sen(a— b)=QS— QT =QS— M'R, 

CP" =cos(a— b)=CS+M"T=CS+QR, 

e sostituendo alle rette le già trovale espressioni, si ottiene 


sen(a — b)= 


sena cosi) — 
R 


seni) cosa 


, , , cosa cos b-+-senb cosa 

cos (a— b)= — ^ , 

le quali formole avrebbero anche potuto dedursi dalle pre- 
cedenti, mutandovi il b in — b, chè ciò non avrebbe appor- 
tato cangiamanto in cosb, ma solo avrebbe mutato senb in 
— senb. Adunque il seno ed il coseno della somma o della 
differenza di due archi saran dati da 

, ,,, cosa cosb±senb senb 
sen (a±b)= — 

, , ,, cosacosb^senasenb 
cos (arfcb)= ^ 

ritenendo solo i segni superiori, o solo gl’ inferiori, a secon- 
da che si tratta della somma o della differenza degli archi. 
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26. Le formolo trovale reggono per quale che sia la gran- 
dezza degli archi, e ciò si può verificare sopra la figura, pur- 
ché vi si modifichi convenientemente la 
costruzione, e si abbia riguardo a’ segui 
che conviene dare alle linee. Cosi se gli 
archi proposti siano AM = a ed MM'=b: 
fatta la costruzione come vedesi nella figura, si noli che 

sena=MP, senò=M'Q, cosa= — CP e cosb=CQ, 
laonde 

MT , =sen(a+h)=P'R— RM'=QS— RM' : 
ciò posto, per i due triangoli simili CPM e CSQ si ha 

CM : MP : : CQ : QS, e quindi QS= s -^^, 



e per gli altri due triangoli MRQ e CPM anche simili, si ha 


CM : CP : : M'Q : RM', d’onde RM'= 


CPxM'Q — seni» cosa 
CM = R 


e per conseguenza, identicamente a quanto si è trovato più 
sopra 


M'P'=sen(tt-f-!>) 


sena cosb-f-senb cosa 
R 


Un modo simile si terrà pel coseno, e per qualunque al- 
tra combinazione di grandezza negli archi (*). 


C) Le soprascritte forinole si avrebbero potuto dedurre dal teorema di Tolo- 
meo sul quadrilatero iscritto , cioè dal sapersi che il prodotto delle diagonali 
eguaglia la somma de" prodotti dc’lati opposti. Vedi le osservazioni di Terqucm 
Nuuvellet annate* de Slallicmalique * tum. 3 pag. 375. In ogni caso può no- 
tarsi che il ragionamento fatto per generalizzare le forinole [8J può rendersi 
indipendente dalla figura : pertanto ricordiamo clic, essendo qualunque la gran- 
dezza dell'arco x, si ha sempre scn — x= — scnx, cos — x=cusa:, in con- 
seguenza le forinole [8] trovate nell' ipotesi di a>A, reggeranno pure quando 
per Io contrario è a<[A, poiché allora 


scn (a— A)=scn — (6— a)= — sen (b—a)= — 


senti cos a — scn a cos A 

il ’ 


sen a cos A— scn A cos a 

K 


e similmente 


cos (a— A)= cos [— (A— a;]= cos (A— a)= 


cos a cos A -t- scn a scn A 


R 
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27. Se nelle formolo [7] si muta il b in b+c, e quindi col 
loro mezzo islesso si sviluppano il seno ed il coseno di b-t-c, 
si avranno quelle che esprimono il valore dei seni e de' co- 
seni della somma di tre archi , cioè 


sen(a-|-b-|-c)=scna cosi» cose — seno senb sen c 

-(-cos a sen b cos c-f-sen c cos a cos b 

cos(a-f-b- 4 -c)=cos o cos b cos c — cos a sen b sen c 

— cosb sen a sene — cos e sen a sen b 

in queste cambiando c, in c-f-d, e cosi di seguito, si otter- 
ranno quelle relative a quattro, o anche a più archi. 



le quali cose mostrano che nelle formolo [tt], purché sia a ■+■ 1x^90", gli ar- 
chi a e h possono avere fra loro un qualunque rapporto : ma considerando in 
esse i soli.segni^ superiori, se si muta il b in — b , si ottengono quelle corri- 
spondenti a’ soli segni inferiori, ed al contrario: risulta quindi che nelle for- 
inole anzidetto il b, c per conseguenza anche l' a , potrà variare per lo mono da 
-t-45“ a — 45*: c per essere inoltre scn( — a — 6)=scn— (a-t-ò)rs— scn(«-H>), 
o cos(— cos (a +b), c d'uopo conchiudere che lo forinole in esame sus- 
sistono anche quando uno, o ambo gli archi si considerano negativamente fra i 
limili assegnati, i quali per altro si possono estendere da 90° in 90°, sol diesi 
ricordi essere sen (90*-4-a')=cos— a'=cosa', cos(90°-4-a')=scn — a=— sena': 
in fatti se la grandezza dell'arco a delle forinole [8] suppongasi eguagliare 
90°-+-a' (essendo a' compreso fra i limiti -4-15° e — 45°), allora sarà 


sen(a-4-fc(=scn(90”-l-o'-t-l>) , sen(a — f>)=scn(90+a' — b). 

cos(n-r-6)=cos(90°-t-o'+fi) , cos(a — l>)=cos(90‘-r-a' — b). 


e come l’arco 90"-4-a'-H* ha per complemento — a' — b, e l'altro 90”-4-a'— b ha 
per complemento — ( a'—b ), ed i seni c coseni di un arco sono rispettivamente 
il coseno ed il seno del complemento, così sarà 


scn(a-r-li)=scn(90°-(-o'-4-li)=:cos — (a-4-fi): 


cos a' cos b — sen b sen a' 

' il 


ma n'=a — 90°, in conseguenza cos a'=cos(a — 90°)=scos— (90°— a)=scn a, e 

sonncosh-4-senhcosa 


sono'= — cosa, risulta perciò scn(u-)-li)=(90°-4-u'-H') 


It 


operando similmente rispetto a b, c ripetendo l'analogo ragionamento per le 
altre formolo, si resterà convinto della loro generalità, potendosi del pari sup- 
porre u'=90"-}-a" ec. 
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Determinati il seno ed il coseno della somma di due archi, 
si può facilmente trovare una qualunque delle altre linee, 
ma a tali ricerche si aggiunge d'ordinario la condizione di 
esprimere il valore della linea richiesta per mezzo dello 
omonime degli archi semplici, locchò, atteso le relazioni esi- 
stenti fra le lince trigonometriche, non ne rende più diffi- 
cile la soluzione , c però sarà sufficiente mostrarlo per la 
tangente e per la cotangente, per le quali solo è possibile 
ottenere risultamenti scevri da irrazionalità. 

28. Se i tre archi o i tre angoli a, b, c, eguagliano mezza 
circonferenza o due angoli retti, avviene che la somma di 
due fra essi, per esempio a-f-6, costituisce un angolo o un 
arco eh’ è supplemento dell’altro: perciò in conformità di 
quello che si è notato altrove ( 11 )‘, si ha 

cosc=— cos(a-J-ò), ossia cosc=senasenb — cosacosb; 

ora trasportando al primo membro il termine cosa cosi;, e 
quindi elevando a quadrato i due membri della equazione , 
col sostituire a’ due fattori del secondo le espressioni equi- 
valenti 1 — cos'a, 1 — cos'b.sc si effetluisec la moltiplicazione 
e si tolgono i due termini che si distruggono, potrà al risul- 
tamento darsi la forma 

cos'a+cos’fc-t-cos'c-f-Scosacos b cos c=l : 

in questa relazione adunque si ha un criterio onde conclu- 
dere che la somma de’ tre angoli rappresentati da a, 6, c 
uguaglia quella di due angoli retti. 

29. Problema ®.° — Dato il seno ed il coseno di un arco, 
trovare quelli del doppio, o di un multiplo di esso. 

Se nelle formole 


sen(a + b) = 


senacosb + senbeosa 


R 


cos (a + b) = 


cos a cos b — seri a sen b 
- 
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successivamente suppongasi b=a, 2 a, 3 a, 4 a. . . si ottiene 
2sena cosa 


sen2a=- 


cos2a = 


li 

cos* a — sen'tf 
: R 


[13] 


scn3a= 
cos 3a= 


sen a cos 2a -(-sen 2a cos a 3 sena cos* a — sen 3 a 
ÌI ~ R* 

cos a cos 2a — sen a sen 2a eos’a — 3 cos a seri a 


R* 


R* 


e cosi seguitando si potrà ottener sempre l’espressione del 
seno c del coseno di un arco multiplo, per mezzo delle stes- 
se linee appartenenti all’arco semplice, e per induzione fa- 
cendo R = 1 , potrebbero stabilirsi le forinole 


m— I »n(m — i)(m — 2) m-a , 

1 m cos «sena — 7-i — 7r — ^ = -cos ascira+ 


sen »«a=< 


1 . 2 . 3 

m(m — l)(m — 2)(m — 3)(m — 4) m _s 


VI. 2. 


3. 


4. 


o. 


asen'a— ec. 


cos ma= 


[ rn(m — 1) m - 2 , 

cos m a — cos «sen n- 

] 1 . 2 . 

) m(m — l)(m— 2)(m— 3) >..-i 


1 . 


4. 


asen*a — ec. 


ma le medesime possono anche stabilirsi con più rigore, 
ricavandole dalla forinola del Moivre (*). 


(•) La formoli trovata dal citalo Geometra è la seguente 

(coso+ 1/ — t sen a) m ss cos ma + J/— 1 senma ; 
essa pud ricavarsi moltiplicando il binomio cosa + [/ — lscno per l’al- 
tro di simile forma cos 6+ |/ — 1 sen b, ed il loro prodotto che si troverà essere 
cos(o-t-b) + 1/” 1son(n + ft) se si moltiplicherà di nuovo per un terzo 
fattore cos <••+ |/^T sene , darà cos(« + i> +c) + \/ — 1 sen (« +4 +c), 
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30. Nella seconda delle forinole [13], mettendo R=1 , se si 
sostituisce 1 — cos'a invece di sen 2 », o al contrario 1 — sen 2 a 
invece di cos“a, si otterranno due relazioni che spesso s’in- 
contrano, cioè 

cos2a==2eos*a — 1 , cos2a=l — 2scn 2 a. 


31. Problema 3 ." — Date le tangenti di due archi , tro- 
vare la tangente della loro somma e della loro differenza. 

Poiché la tangente di un arco di qualunque grandezza 
eguaglia il raggio moltiplicato pel seno o diviso pel coseno, 
si ha 


tng((H-b)= 


Rsen(tt-Hi) 

cos(a-l-b) 


e sostituendo nel secondo membro i valori del seno c del 
coseno della somma rt-f-b, dati dalla forinola [7], verrà 


. , . Risenti cos b-f-scn òcosa) 

tng a-t-ò =-* -> 

cosa cos» b — sen a scn b 


COS Ct 

or come dalla formolo [2] ricavasi sena= — — — , e 
tng'l» cosi» . , . 

conseguenza seno= — se si fa la sostituzione e 

le debite riduzioni , si trova 


per 

poi 


lng(ct+b)=- 


R’(tnga-t-lngb) 
R’ — tngatngb 


[ 10 ] 


c cosi di seguilo ; sicché quando i fattori sono quanto il numero in , c si 
suppongano lutti eguali Ira loro, cioè si faccia a=b=c = ... vorrà la so- 
prascritta formula. Or so in ossa , per mozzo dol binomio di Newton , si 
sviluppi il primo inombro, c so n’ eguagli la parlo reale ai termine anche 
reale dot secondo membro, c la immaginaria alla immaginaria, si avranno 
i valori di cos ma c di sen ma scrini nel lesto. 

Questo ragionamento suppone m intero c positivo , ma la formola reggo 
pure per un qualunque valore di m, e non sarebbe diflicilc darne ragione 
facendo uso di considerazioni algebriche elementari, c quelli tra’ lettori che 
proseguiranno il corso delle matematiche, potranno leggerne la dimostra- 
zione generalo negli Elementi di calcolo differemiale ed integrale del no- 
stro professore sig. Ticci pag. U8 e 99. 


Digitized by Google 



— 34 — 


Operando similmente si otterrebbe che 


tng(a— 6) 


R*(tnga — tngb) 
11*-+- tngatngb 


[ 11 ] 


32. Un procedimento analogo, o anche il sostituire nelle 
forinole precedenti in luogo di ciascuna tangente il quadrato 
del raggio diviso per la cotangente, darà 


cot(a±b) 


cotacotbzpR* 

cota±cotb 


[ 12 ] 


Se poi occorresse determinare la tangente o la cotangente 
della somma di più archi, basterebbe mutare il b in 6-+-c 
nelle formolo tng («-+•&), cot(a-f-b), c poi fare i necessairi 
sviluppi; in seguito mutando il c in c+d, e così successiva- 
mente si attignerebbe lo scopo. 

33. Dippiù è da notare che quando a-)-ò-+-c=180 o , si ha 
che c è supplemento di a+b, quindi tng(a-f-b)= — tngc, os- 
sia, facendo R=1 , 


tnga-l-tngb 
1 — tngalngb 

d'onde si ricava la relazione 


■tngc , 


tnga+tngb+tngc=tnga tngb tngc. 


34. Problema 4.° — Data la tangente o la cotangente di 
un arco, trovare quelle dell' arco che sia doppio, o multiplo 
del primitivo. 

Facendo capo dalle formolo [10] e [12], che danno i valori 
di tng(a-+-b) e di cot(a-f-b) , e supponendo in esse b=a , si 
avrebbe 


lng2a 


2R 1 tnga 
li* — tnga* 


[14] 


cot2a= 


cot2a — R* 
2cota 


in generale supponendo b = (in — l)a, si avrà 


tng ma— 


R*[tnga-Hng(m — l)a] 
R* — tngatng(m — l)a ’ 


cotma = 


colacot(m — l)a — R“ 
cot a-l-cot(w — l)a 
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Olire a ciò potrebbero domandarsi le forrnolegenerali con 
le quali si esprimessero il seno, il coseno o qualche altra 
linea di un arco multiplo, per mezzo delle varie potenze 
delle stesse linee degli archi semplici , o il contrario: ma 
reputando sufficiente per una istituzione quello che ci tro- 
viamo di avere esposto, consigliamo il lettore che volesse 
entrare in maggiori particolarità sul proposito , di studiare 
il classico trattato di Trigonometria del Gagnoli, ove nel 
cap. IX, fra molte altre cose, troverà sviluppato lutto quanto 
abbiamo ora accennato. 

35. I*rof»Icina S.° — Dato il seno o il coseno di un arco, 
trovare quello della sua metà. 

Se liberata da fratti la prima delle equazioni [13] , si 

sostituisca per cos a il suo valore l/R* — sen’o, e quindi la 
si elevi a quadralo, c si risolva rispetto a sen’a come quelle 
di secondo grado, si trova 


sen 


, RV m/R* R* 

a =T~r T - T se " 2a 


la quale espressione si può semplificare con decomporre la 

U* 

quantità sottoposta al radicale ne'due fattori,— ,Il’-sen*2a, 

e col sostituire cos*2a al secondo di essi, il elio rende pos- 
sibile la estrazione della radice, e fa risultare 

II’ R 1 

sen*a = — ±— cos2a , ossia sen*a=-(2R’±2Rcos2a), 


da cui finalmente si deduce 

a 

sena= dt-l/2R“±2Rcos2a; 

e se nella prima delle formole [13] si fosse eliminato seno 
in luogo di cosa, eseguendo un calcolo del tutto simile, sa- 
rebbe risultato 
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ed affinchè si verificasse la condizione sen 2 a-+-cos a a=R 8 , 
è d’ uopo che i secondi termini delle quantità sottoposte 
a’ radicali di sen aedi cos a siano afTetti da segni contrarii; 
perciò mutando 2 a in a, e per conseguenza a in -a, si ha: 

scn^ a =±7 l/2R*±21tcosa , \ 

i -, ( 1151 

cos-a=±-^2K 2 q;2ltcos a. f 

l’er mezzo della prima di queste formole, dato che si è il 
coseno di un arco, si trova il valore del seno e del coseno 
della sua metà, e conseguentemente si possono avere i va- 
lori delle altre linee: non pertanto è a notare che avendo 
riguardo a tutte le combinazioni de’segni che affollano le 
formole, si presentano quattro valori distinti per sen j-a , 
ed altrettanti per cos-Ja. Esaminiamo quelli di sen-t-a, due 
de’quali pareggiano in valore assoluto i rimanenti, e sono 
affetti da segno contrario; siffatta circostanza deriva da che 
si è introdotto l’arco a per mezzo del suo coseno , e questo 
sebbene sia lo stesso per l’altro arco — a , pure i seni delle 
loro metà debbono avere segni coutrarii. Risulta quindi che 
de’ due segni che affettano il radicale delle formole [15] , è 
da ritenersene un solo quando è precisato il segno dell’ ar- 
co a , c per safierc quale dc’due convenga, bisogna aver ri- 
guardo alla grandezza di a, essendo chiaro che quando esso 
è minore della circonferenza , la sua metà avrà il seno po- 
sitivo, se l’arco viene assegnato nella direzione depositivi, 
e lo avrà negativo nel caso opposto. In simile modo si de- 
terminerebbe il segno di serica quando a fosse maggiore 
di 2* e minore di hit ec. In quanto poi risguarda il doppio 
segno che affetta il secondo termine della quantità sottopo- 
sta al radicale è d’uopo ricordare che il medesimo ha ori- 
gine dalla estrazione della radice quadrata, la quale quan- 
tità per effetto delle trasformazioni trigonometriche ha pre- 
so la forma di ;Rcos2a: ma tale radice è da prendersi po- 
sitivamente quando 2a è compreso tra zero ed un quadran- 
te, fra tre e quattro quadranti , tra quattro e cinque oc., c 
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negali vamente quando l’arco 6 supplemento di uno di que- 
sti. Riflessioni analoghe sono applicabili alla forinola che 
dà cosi a. 

Del resto la ragione per cui si ottengono quattro valori 
per sen in e per cosi a, apparisce da sò ove mai si rifletta 
che gli archi corrispondenti ad un dato coseno sono infiniti, 
e che lutti vengono compresi (15) nella formula 2n*±a, la 
quale presenta quattro combinazioni di segni, giacché il nu- 
mero intero n può essere positivo e negativo: adunque nel 
domandarsi il seno o il coseno di un arco, dato per mezzo 
del coseno, si viene a chiedere il seno o il coseno della metà 
di uno de' quattro archi contenuti in detta forinola, cioè di 
, -) -n« — Ja, — n«+^a, — n « — ja; e come 
nello assegnare il coseno non si è precisato quale de' quat- 
tro archi ±2inr± a si volea dividere per metà, cosi l’alge- 
bra ha dato tutte e quattro le soluzioni. 

Segue da ciò che la norma da seguire per fissare i segni 
delle forinole [15] dipende dalla conoscenza della grandezza 
e della direzione dell’arco o; e come questo ne’ casi più or- 
dinami è positivo e minore di 90°, cosi le forinole [15] , de- 
ducibili anche dalla seconda dello equazioni [13] , bisogna 
adoperarle come appresso 

sen;a=i|/2R* — ‘2Rcosa, [16] cos ia=j 1/211*4-211 cosa, 
dalle quali, col rimettere il divisore 2 sotto il radicale e col 
fare R=1 , si ottiene 

t i/ 1 C0SCt rim . /1-t-cos a ('). 

sen ia=y ^ — t 17 ] cosi <*=j/ 


f) Queste medesime furinole potrebbero anche ottenersi combinando per ad- 
dizione c per sottrazione le due equazioni 

cos’ha — scn’-J n =cosn , cos* i a ■+■ sen* ; a = I , 

le quali si deducono dallo forinole [13] ed [I], col mettervi i» in luogo 
di a ed H = l. 

Praticando simile sosliluzionc nella rimanente delle formolo [13], si ri- 
cava l'equazione 2 seti i acos ^ a — sen a , c questa addizionata con la se- 
conda delle anziscriUe, poscia sottraendola dalla medesima, c quindi cstracn- 


* 
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36. Prmlileitta tì.° — Trovare la tangente o la cotangente 
di un arco, conoscendo la tangente o la cotangente dell' arco 
doppio. 

Se nelle forinole [ii] si sostituisca l’arco a con la sua 
metà -fa, e si ordinano le due equazioni rispetto a tng-fa e 
colf a, verrà 

2R” 

tng’f a+^^tngfa — R“=0 , 



colf arfcl/R'-i-cot'a , 


si hanno così due valori per tangf a, cd altrettanti per coti- a, 
giacché quando è data una tangente o una cotangente , 
gli archi corrispondenti sono compresi (14) nella formola 
± n«- f-a , nella quale sono due sole combinazioni di segni; 
per conseguente l’arco metà, di cui è chiesta la tangente o 
la cotangente, può essere l’uno o l’altro de’ due fa-f-fn«r, 
fa — fu*’: ma quando è nota la grandezza dell'arco della 
cui metà chicdesi la tangente o la cotangente, non potrà es- 
sere che un solo degli anzi notati valori, c lo si distinguerà 
senza pena, imperocché in tale ipotesi dev’ esser nolo pre- 


do la radice quadrala da’ due membri delle equazioni risultanti, si ha 

cosfa -+• senf «=± \/\ -(-sena , cos \ a— scn ; a=±l/l — sen a : 
in seguito, combinando queste due equazioni come sopra, si deduce 

senf a =s da fi/ 1 -+• sen 1 — scn a , 

cos f aszif- J/'T+seno ± \ \/ \ — scn a , 

lo quali relazioni servono per conoscere direttamente il seno ed il coseno 
della metà di un arco , qualora di esso è dato il seno. E la moltiplicità 
de'segui non condurrà punto ad equivoci, se si ragioni come si è fatto nel testo: 
si troverà così che quando l’arco dato è minoro del quadrante, le suddette 
formolo debbono ritenersi co' soli segni superiori. 
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vcnlivamenlc il segno di Inga e di Ing^-a, o di colo e di 
colpa: cosi ad esempio supponendo che l'arco «vada com- 
preso fra due o tre quadranti, dovrà pa esser compreso fra 
il primo ed il secondo, e sarà chiaro che tng« è positiva, e 
che tanpa ò negativa, e però dovrà risultare 


tan-pa = 


R* — R|/U*-+-tng*a 
tuga 


37. Atteso la nota relazione frale radici di una equazione 
ed il suo ultimo termine, si appalesa che il prodotto de’due 
valori di tanpa , non meno che quello dc’due valori di colta, 
devo uguagliare R*; quindi se uno de’due valori esprime 
quello di tnga, l’altro esprimerà cota, e viceversa. 

Da quanto abbiamo praticato ne’ numeri precedenti in or- 
dine alla determinazione delle lince trigonometriche di ar- 
chi metà di altri, di cui suppongonsi date le linee omonime, 
apparisce che nel caso di archi di altra summolliplicità, in 
generale, bisogna formare l’equazione che dia la linea tri- 
gonometrica dell’arco multiplo in funzione della omonima 
dell’arco semplice, c quindi risolverla, riguardando que- 
st’ ultima come ignota. In queste inslituzioni abbiamo cre- 
duto doverci limitare al caso degli archi metà, ma quei che 
volessero approfondire questa teorica non dovrebbero tra- 
scurare lo studio del cap. XIV della Introduzione all’analisi 
degl' infiniti dell’ Eulero. 

38. Potendo essere utile il conoscere le espressioni di 
tngPa e di coti-a in funzione di sena, e di cosa, ricordiamo 
che nell’ipotesi di R=l, la quale vien ritenuta in tutto ciò 
che segue, dalla prima delle formole [13], e dalle altre [17] 
si ricava 


2senpacospa;=sena, 2senpa=l — cosa, 2cospa=l-t-cosa, 


laonde 


senpa 

2sen*pa 

1 — cos a 

[18] 

cos Va 

2senf acosi-a 

sena 

scn-pa 

2senpacos-J-a 

sena 

[10] 

cos Va 

2cos*Va 

1 -f-cos a ’ 
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dippìù , so si estragga la radice quadrata dal prodotto di 
queste due ultime espressioni di tngì-a, o anche se si divida 
la prima delle formolo [17] per la seconda, si avrà sempre 



1 — cos « 

1 -+- cos a ’ 


[ 20 ] 


e se dal prodotto delle equazioni [18] c [19] , si deduca in- 
vece il valore di cosa, si avrà 


cos a 


1 — tng*^ a 
•1+ ingoia ’ 


[ 21 ] 


che costituisce pure una relazione rimarchevole. E poiché 
la cotangente di un arco eguaglia il quadrato del raggio di- 
viso per la tangente (US), cosi per effetto de' valori trovati 
qui sopra, si ha pure 


cot'i a 

1 

sen a 

[22] 

tngfa 

1 — cos a 

cot-ja: 

1 

1 -f- cos a 

[23] 

tngja 

sena 


ed a questa ultima equazione, aggiunta c sottratta la [18], si 
hanno le altre due 


2 

^ 0 l-s«-t-lngr« : =— - — =2csgn, [241 

sen a 


. , „cosa 

cot-a — tng T a=2 = cota , 

sen a 

dalle quali si ricava pure 

cot-j-a — tngs-a csga 

: ; — = =C0Sa. 

coly«-|-lng ~u cola 


[25] 


[ 20 ] 
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39. Problemi» ‘S.°— Trasformare in somma il prodotto 
di due linee trigonometriche , che siano seni o coseni, e vi- 
ceversa. 

Addizionando c sottraendo lo equazioni che danno (2i>) i 
valori di sen(a-|-&), e di sen(a — b), egualmente che le al- 
tre relative a cos(a-fò)c cos(a — b ) , supponendo R = 1 , 
emergeranno le formole 

senacosb=|-sen (a-f- !/)-{-£ sen (a — b), 
cosasenb = £sen(a-f-b) — iscn(a — b), 
cosacosi)=icos(a-(-h)-l-TOOs(a — b), 
sen a sen b cos (a — b) cos (a ■+• b) , 

le quali risolvono la prima parte della quistione ; ma se in 
esse, dopo di averle liberate da fratti, facciasi a-{-b=p, 
a — b—q, e per conseguente a= ì(p + q)> &= 5 (P — <l), con 
lo scambiar de’ membri, si otterranno le altre relazioni 

sen p + sen q — 1 sen-ì(p q) cos l(p — q), \ 
senp — senq=2cos ì(p+q)*en-?(p — q), ( 

cosp -4- cosq=2cos-j-(p-t-<jf) cos^-fp — q), 1 

cosq — cosp = 2scni(p+(/)sen4(p — q), ) 

e se in ciascuna delle prime due si metta — p in luogo dip, 
osinoti che scn(s * — p )= cos p, c che cos(iir~ p)=$enp, 
si avranno le altro 

cos p - 1 - sen q = 2 se n [ j — 4 (p — q)] cos [-j «• — t (p + q)] , ) 
cosp— senq=2sen[ Jif— 4(p-f-</)]cos[~*— 4(p— r/)], ) 

con cui resta completata la soluzione del problema. 

40. Lo formole del numero precedente vanno adoperate 
anche quando se no vogliano trovare altre inservienti alla 
riduzione del prodotto di tre o più linee (che siano indiffe- 
rentemente seni o coseni di altrettanti archi) nella somma 
di altre. Di fatto, volendo ridurre scnacosòcosc, per elicilo 
della prima delle formole [27] si lia 

sena cos b cos c = cos c [i. sen (a + b) -f- i sen (a — b)] 

= j sen (it-t-b) cos c + f sen (a — b) cos c, 

0 
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e se nella stessa prima equazione delle [27] si cangi dappri- 
ma b in ceda in a+b, e poi il b in c e l'a in a — b, si avrà, 

sen(a + b)cose=-è-sen(a-f-6-l-c)-|-iscn(a-l-b — c), 

sen (a — b) cose =4- scafa — b-f- c) — £sen (a — b — c), 
die però la relazione precedente addiviene 

sen a cos b cos c = ^ sen (a 4- b 4- c) 4- sen (a + b — c) 

4- -j sen (a — ò-l-c)-f-'jsen(a — b — c). 

41. Proseguendo questo procedimento potrebbe decom- 
porsi in somma il prodotto di un qualunque numero di fat- 
tori, che fossero seni o coseni, e che avessero esponenti in- 
teri e positivi: ed è per la conoscenza di queste relazioni 
che si può dar ragione delle formole adoperate in alcuni 
rincontri; cosi, per esempio, nella supposizione di essere 
a -j-b-|-c=:«r, si ammette che 

se na-f- sonò -f- sene =4 cos a cos j b cos ^ c , 
c col fatto, quando i tre archi eguagliano la mezza circonfe- 
renza, uno è supplemento della somma degli altri due, e 
però al seno del primo può sostituirsi quello dell’arco, som- 
ma de’duc rimanenti; quindi risulta che 

sen a + sen b-t- sen c = sen (b -J-c)-(- sen b4- sene, 

e nel secondo membro sostituendo 2 sen ^(ò-j-c) cos^ (6-f-c) 
in luogo di sen (b-(-c), giusta quello si deduce dalla rela- 
zione [13] , c 2sen j(b-l-c) cos -(6+ c) invece del binomio 
sen b-f sene che gli è uguale, in virtù della prima delle 
equazioni [28] nella quale sian cangiati p e q in b e c; si avrà 

sencM-scnb-i-sen c=2sen-j (b+c) [cos-gfb-f-cj-t-cos -J-(b — e)] ; 

ma come, per effetto delle ipotesi a-|-b-l-c = 180 o , al fat- 
tore senjfb+c) può sostituirsi l’eguale cosja(chè allora 
gli archi i(b4c) ed J-a sono complementi l’uno deU’altro); 
ed inoltre il binomio racchiuso in parentesi eguagliando 
2cosbcosc, in conformità di quello si ricava dalla terza 
delle equazioni [27] dopo di averla liberata da fratti, c dopo 
di avervi cambialo a e b rispettivamente in ±b ed in | c, cosi 
fatto le sostituzioni, emergerà la proposta relazione. 
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42 . Problema S.° — Trovare la relazione tra il rapporto 
della somma con la differenza di due archi, c quello tra le 
tangenti della semisomma e della semidifferenza de’medesimi 
archi. 

Dividendo la prima dello equazioni [ 28 ] per la seconda, e 
poscia invertendo l'ordine de’fattori di uno determini della 
frazione clic costituisco il secondo membro, e da ultimo os- 
servando che 

sen ì(p+q) 
cos 

si ottiene 

senjH-senq tngi(p+f/) 
senp — sen 7 tngx(p — q) ’ 

d’onde, passando a proporzione, si ricava che la somma dei 
seni di due angoli, sla alla loro differenza, come la tangente 
della semisomma degli stessi angoli, è alla loro differenza. 

43 . Proseguendo a combinare per divisione le formole [ 28 ], 
si ottengono le altre qui sotto notate, le quali occorre non 
di rado avere presenti , 


=t>ig-;(p+q). e che 


COS -r( p — q) 1 

sen i-(j) — q) tn gi (p — q) ’ 


senp+senq sen ±{p+q) L 

cosp-i-cosq cos4-(p+q) u % ( l < 

senp+seiif/ cos Mp—q) . 

= — ; = cot ;(p— q), 

cos q — cos p scnifp — q) 

senp — seno sen|(p — q) 
cosp-J-cos q cosi (p — q) ‘ 1 

senp — senq cosffp-l-q) , 

— r — cot ifp-f-f/)» 

cos q — cosp senl-(p-)-q) 


cosp-f-cosq cos|-(p 4 -q) COS-J(p— 7) 

cosq — cosp seni(p-f-7)scn^(p — q) 


cot](p-h7)cotì(p— 7). 


44 . Dippiù ; abbiamo sen 2 a = 2 sen a cos a , se facciasi 
20=714-7, e quindi a=-ì(p4-7), fatte le sostituzioni, si ottiene 
sen(p4-7)=2 sen i(j>+q) cos « (p+7), la quale relazione di- 
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visa, membro a membro, per ciascuna delle formolo [28], dà 
scn (p+q) _cos i(p+q) sen(p+g) _scn j(p+g) 


senp+seng 

senfp-H/) 

cosp-f-cos</' 


cos ì(p—q) 
soli -[ Jì+q) 
'cosif p—q) 


sen/) — scn q 
scn (p—q) 


seni(p-q) ’ 
cosf-(p-M) 


cosp — cos q sen ^(p — q) 


45. Forma restando la supposizione del raggio eguale ad 
uno, le cinque formolo del numero 21 e le altro segnate 
con [8] nel numero 25, danno agevolmente 


tngtt±tngb: 


cotarfccotfi: 


cot a±tngli: 


sen (aditi) 
cos a cos b 
scn (tuta) 
scn a senti 
cos (aditi) 
sena costi 


costi-4-cosa 


sec adisce ii= 


csgadicsgti: 


cos a cos li 
sen ti itsena 


sccaitcsgti=- 


senascn b 
cos li disella 


sen a costi 


46. Moltiplicando il valore di sen (a — J— li) per quello di 
sen(« — li), operando altrettanto co’ valori di cos (u-f-ti) e 
cos(« — 6), e fra’ loro prodotti, che sono la differenza di due 
quadrati, eliminando col mezzo della relazione [1] una volta 
i coseni ed un'altra i seni, eseguendo la moltiplicazione, c 
quindi riducendo , si ottengono le prime tre relazioni che 
seguono. Le altre poi risultano immediatamente dalle sei 
precedenti col moltiplicare fra loro i due valori contenuti in 
ciascuna di esse, ed avendo riguardo una volta al segno più 
ed un’altra al segno meno: 

sen 'a — sen*ò=sen (a-t-ti)sen (a — b), 
cos* li — cos*a=sen (a-f-li)sen(a — l), 
cos*a — sen’ li=cos (a+ti) cos (a — li)4-l , 
sen*a-f sen*!i=l — cos(a-)-ti)cos(a — li). 


tng“a — tng*t>= 


scn(a+?i) sen(a — li) 


col*a — cot'li = 


cos’a cos'li 
sen(a+?i)sen(a- 


sec'a — scc*li= 


cos'l; — cos'ut 


-li) 


col’a — tng*li= 


scn*a sen*ti 
cos(a+li)cos(a— 


li) 


sen*a cos*li 


csg*a — csg *li= 


sce'a— csg'li: 


cos*a cos ®li 
sen*li — sen'a 
scn*ttsen*li 1 
cos*li — sen*a 
sen*« eos*6 
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Le anziscritte relazioni, e tutte le altre riportate di già.o 
che potrebbero riportarsi, corrispondono ad altrettanti teo- 
remi i quali non è difficile enunciare, e di cui la dimostra- 
zione potrcbb' essere fatta con semplici considerazioni geo- 
metriche. 


CAPITOLO H. 

Calcolazione delle tavole trigonometriche 
e maniera di usarle. 

Non essendo possibile determinare numericamente le li- 
nee trigonometriche di lutti gl’ innumerevoli archi succes- 
sivi, quando anche si trattasse di quelli compresi nel solo 
primo ottante, (da’ quali, come si ò veduto, si possono rica- 
vare lutti i valori relativi alle varie lince degli altri archi), 
ò stato necessario di stabilire una tavola, in cui si trovas- 
sero registrati gli archi o gli angoli in tutti quelli stati di 
grandezza che possono essere marcali fisicamente nel modo 
più preciso (’), i quali occorre appunto considerare nelle 
quislioni scientifiche , e di cui si abbisogna nelle pratiche 
operazioni che ne sono conseguenza. Si è stabilito perciò di 
valutare le sole linee corrispondenti a tutti gli angoli com- 
presi fra 0° e 45°, e tali che ciascuno differisca dal seguente 
per 10". Ciò ha impegnalo alla calcolazione di 10200 seni e 
di altrettanti coseni e tangenti, da’ valori delle quali linee 

(') ha misura effettiva degli angoli, quante volte vuoisi praticare con pre- 
cisione, presenta non lievi difficoltà, per superar le quali si sono escogitati vari! 
mezzi ingegnosissimi. Non essendo conveniente darne ragguaglio in quest'ope- 
ra (siccome vion fatto in altro nostro lavoro inedito sopra la Topografia per lo 
Ingegnere Civile, nel quale va esposta tutta l'arte di apprezzar! fondi ru- 
stici), perchè tale impegno mena alla descrizione di varii {strumenti, ci conten- 
tiamo accennare clic le piccole parti delle suddivisioni de' gradi di una cir- 
conferenza si pussóun misurare con l’ aiuto del Verniero o Nonio , per modo 
clic si possono costruire istrumenli co' quali si hanno i minuti sccoudi. ho svi- 
luppo de'principii inservienti all'oggetto si potrà leggere nella Geodesia del 
I’uissant, nella Base metrica del Delamuiik T. 1, nell' Asti'unnmiu popolare 
del DK ht'NAY ec. cc. 
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si possono con faciltà dedurre quelli di tutte le altre rima- 
nenti. E siffatto numero di calcolazioni,' sebbene avesse con- 
dotto a lunghi e noiosi travagli , non però è stalo impossi- 
bile di eseguirle; sicché ora è solo nostro divisamento far 
vedere come si abbiano potuto effettuare. A tal fine premet- 
tiamo le seguenti proposizioni, da alcuna delle quali vengon 
dedotte cose, che han per oggetto di dare spiegazione delle 
pratiche da seguirsi, per far servire le tavole calcolate, an- 
che per altri archi che non vi fossero contenuti. 

47. 'Ccorcma tt.° — La lunghezza di un arco più piccolo 
del quadrante è maggiore della lunghezza del seno, e minore 
di quella della tangente. 

Di fatti: se la retta MP é il seno dell’arco AM, dovrà ugua- 
gliare la metà della corda MM' appartenente all’arco MAM', 
doppio di AM; e poiché MM' è linea ret- 
ta, sarà MM' < MAM', ed in conseguente 
“MM'<iMAM', cioè dovrà essere MP mi- 
nore dell’arco AM. 

Inoltre, per essere il settore ACM mi- 
nore del triangolo ÀCT, dovrà di conse- 
guenza fra le loro misure aver luogo la 
relazione ar.AMx£AC<ATxiAC, c questa, col togliere il 
fattore comune -j-AC, poiché si riduce ad AM<AT, dimostra 
la seconda parte del teorema. 

48. Ciò posto, se la lunghezza di un arco si riguarda co- 
me eguale a quella del suo seno o della sua tangente, si 
commetterà un errore, il quale sarà sempre minore della 
differenza fra il seno e la tangente : ma poiché la tangente 
ed il seno di un arco minore del quadrante diminuiscono 
contemporaneamente e si annullano, al diminuire ed al- 
l’ annullarsi di esso, ne segue che pei valori dell’arco, poco 
differenti da zero , il corrispondente seno c la corrispon- 
dente tangente dovranno differire di poco fra loro , e tale 
differenza diviene da più in più picciola, a misura che si 
tratta di archi da più in più poco differenti da zero; e per 
fermo, dalla formola 



Hscna 

tngu = ricavandosi 

cosa 


cos a sen a 
11 tnga’ 
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ben si scorge che quando l’arco a va impicciolendo, il va- 
lore di cosa si avvicina a quello del raggio, e però il primo 
membro tende ad eguagliare 1* uniti! , e come il secondo 
membro gli si dee mantenere sempre eguale, cosi deve an- 
che esso avvicinarsi ad 1 , la qual cosa non potrebbe aver 
luogo senza che sena e tnga tendessero alla eguaglianza. 
E quando due archi fossero di tale picciolezza da far ripu- 
tare non pregiudizievole il trascurare in ciascuno la dilfe- 
renza tra la tangente ed il seno, si potranno riguardare co- 
me proporzionali a’ioro seni o alle loro tangenti, perocché 
la differenza de’due rapporti, c quindi l’errore, risulta mi- 
nore di una quantità estimata trascurabile. 

49. Teorema — La lunghezza del seno di un arco più 
picciolo del quadrante, è maggiore di quella dell’arco islcsso 
diminuito del quarto del suo cubo ('). 

Avendo dimostrato che la lunghezza della tangente è mag- 
giore di quella dell’arco, si ha la relazione 

scn— et 

—~—'>£a, d’onde l’altra 2senja>acos|-a; 

COc) ■jj CL 


e se nel secondo membro della equazione sena^scntacos^a, 
al fattore 2scn-|« si sostituisca l’altro «cos^a, che n’è mino- 
re , risulterà sen a>acos“ia , ovvero sena>a(l — sciita), 
nella quale ultima relazione il secondo membro diverrà an- 
che più picciolo so a sen'ja vien sostituito ja®, dato in parti 
del raggio, e quindi con maggior ragione, si ha 


scn a> 


•(>-?)■ 


ovvero 


sena>a — 


a 3 

4' 


50. Da ciò segue che quando si è calcolato un numero pel 
valore del seno di un arco a dato in parli del raggio, si può 
essere certo della sua esattezza, quando i numeri a ed a— Ja 3 , 


(') La lunghezza di un seno è anche maggiore della differenza fra l’arco 
corrispondente od il sesto del suo cubo. Vedi Sur la consiruction dea Tables 
de sinus natacela , principalement en ce qui a rapport «u deyrè d' appio. ci- 
matimi dea calcata: par M. A. — J. — H. Vincent. 
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fra’ quali dcbb' essere compreso , hanno una (inferenza mi- 
nore di una unità decimale di quell’ordine elio si desidera. 

51. Problema l.° — Trovare quale relazione abbiano i 
valori de' seni c de’coseni di archi, i quali formino una pro- 
ijrcssionc aritmetica. 

Addizionando membro a membro le due equazioni 


sen (b-(-a)=seri b cos a-l-sen acos b 
sen (b — a)=sen b cos a — seri a cos b, 

e poi trasportando il termine sen(b — a) dal primo al secon- 
do membro, si avrà 

sen (b-f-a)= 2scn b cos a — sen (b— a) ; 


operando in modo simile con le forinole che danno i valori 
dei coseni degli archi b-f a, e b — a, si otterrà pure 

cos (b-|-a)=2cos licosa — cos (b — a) : 

or se in queste due ultime formolo supponesi b=ma , si 
avranno quelle del Simson, cioè 

scn(«H-l) a=scn»ia . 2cosa — sen(m — l)a , 
cos (m+ì)a=cosma.‘2cosa — cos(m — l)o; 


e sia che in queste si faccia successivamente m= — i, 0, 1, 
oppure che nelle prime l’arco b diventi successivamente 
— a, 0, a, 2a, 3a... si avranno sempre le altre 


senO =0 
sena =scna 
sen2a=2scn a cos a 
sen3a=2cos a sen2a — sen a 
scn4a=2cos asen3a — sen2a 
ec. oc. 


cosO =1 
cos a=cosa 
cos2a=cos a cos a — 1 
cos3a=2cos a cos 2« — cos a 
cos4a=cos a cos 3a — cos2(t 
oc. ec. 


d'onde si rileva che i valori dc’soni o de’coseni di più archi 
in progressione aritmetica stabiliscono una serie ricorrente 
la cui scala di relazione è 2cosa, 1, per modo clic quando è 


I 
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noto il seno ed il coseno di un arco, si dedurranno quelli 
dell’arco seguente. 

52. Problema — Esprimere il valore del seno o del 
coseno dì un arco per mezzo di una sene ordinata secondo 
le potenze dell'arco medesimo. 

Ammettendo che le serie addimandate potessero avere la 
forma 


x p y 

senx—m+ax +bx +cx +... 

«' 6 ' y< 

cosx= m'-f-a'x -+b’x +c'aj +... 

sarà d’uopo determinare i valori de’coefficienti e degli espo- 
nenti. Primieramente 6 da notare clic a fin di far risultare 
le anzidette serie convergenti per i valori frazionarli di x, 
ossia per gli archi di lunghezza minore della unità ('), è 
d’uopo che fossero ordinate secondo le potenze ascendenti 
di x, e però supporremo tanto », p, y... quanto p\ y’... 
essere eguali rispettivamente ad 1, 2, 3,...; dippiù la sup- 
posta eguaglianza dovendo reggere anche quando fosse 2 = 0 , 
ne segue che nella prima dev’essere m= 0, e nella seconda 
m'=i , poiché sen0 = 0 e cosO=l : inoltre poiché quando 
l’arco x si muta in — x, il seno diviene anch’esso negativo, 
mentre il coseno rimane lo stesso, conviene che nella serie 
esprimente il seno mancassero le potenze pari di x, ed al 
contrario in quella del coseno mancassero le dispari; de- 
v’essere quindi 

senx^tx-f-hx^cx 5 -!-.--. [a] cosx=l-)-a'x*-(-&'x'‘-t-c'x <, -K.. 

Or per determinare i coefficienti a,a',b,b',c,c', ... ricor- 
diamo la relazione scn a x-f-cos’x=l : da essa col sostituire 

(’) Qui è supposto che le lunghezze degli archi siano riferite al raggio del 
cerchio corno uniti. Or gli archi, di cui imporla calcolare il seno ed il coseno , 
sono quelli clic non eccedono i 45 gradi (Iti), e le loro lunghezze essendo sem- 
pre minori della unità (giacchi la intera circonferenza di raggio uno è 2*= 
6,28318...) avviene che per essere veramente utili le serie richieste , debbono 
risultare convergenti per i valori frazionari dell’arco. 
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per sena: o cosa- le anziscritte serio, e con l’ordinare i ter- 
mini secondo le potenze ascendenti di x, si ottiene la equa- 
zione 


l=l-t-2a' | 

x*-{- a" 

x*-t- 2c' 

«*| 

W 

2 a'b' 


2 ab 

b* 



2 ac 

: perchè si 

potesse - 

verificare 


ajo-f-cc. ec. 


dell’arco x, è necessario che fosse 


2a'+« # =0 
n’*-|-2&'-f-2ah=0 
2c'-l-2a'l>-f-& > -|-2ac=0 « 


ec. ec. 


Dippiù, per effetto dello stesso principio, la serie che dà il 
valore di sena-, dovrà verificarsi mutandovi x in 2a:, e però 
dovrà essere 


sen 2x=2«a:-4-86a: 5 -t-32cx 3 -l-128dx , -t-. .. 

ma come si ha l’altra relazione scri2a-=2scna:cosx; cosi al 
sostituirsi per sena: e per cosa: le serie corrispondenti , si 
otterrà una seconda espressione per sen2x, cioè 


sen 2.r=2ax-l-26 

x’-H 32c 

x 5 -f-128d 

2ao' 

2c 

2d 


2 a'b 

2a'c 


’25'a 

2 b'c 



2 c'a 


e dal paragone di queste due espressioni di sen2x si rica- 
vano le altre equazioni 

G b — 2a a'=0 
30e — 2a'b — 2b'o=0 
12Gd — 2a'c — 21/6 — 2c'a=0 
ec. ec. 
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le quali unite alle altre stabilite precedentemente danno 
, «’ t a* , , a 4 a 5 a 0 

a 2"’ ” 2T3 ’ — 2Xì’ C ~2.3.4.5’ C ~~ 1.2. 3. 4. 5.6 


sicché resta a determinare il solo valore di a: per tanto di- 
vidiamo pera; ambo i membri dell’ eguaglianza in principio 
stabilita per senx, e ne risulta 

» 

senx , . 

—a-r-ox*+ cx*+... 

x 

c poiché il rapporto espresso dal primo membro si deve ri- 
durre ad 1, quando supponesi x=0, ne segue dover essere 
a=l, ed in conseguenza i valori degli altri coefficienti sa- 
ranno conosciuti , e quindi sostituiti nelle forinole [a] , si 
avranno le serie addimandale, cioè 


sen x=x- 


x* 


x 5 


X 1 


1.2.3 1.2.3. 4 5 1 .2.3.4 5.6.7 


cosx=l- 


x" 


1.2 1. 2.3.4 1.2.3. 4.5. 6 


53. Cangiando convenientemente la forma dello trovale 
serie, si ottengono risultamenti rimarchevoli. Cosi mutan- 
do x in j/-, c P°* riducendo i secondi membri per modo 

che abbiano comune il denominatore, le formolo [a] addi- 
vengono 

sen — «s“-‘-+-ec.) , 

/l 1 

cos y -=— (s B — a'c"'’+ec...); 


or poiché gli archi, cui corrisponde zero per seno 0 per co- 
seno, sono rispettivamente «, 2*, 3#... , a-*, cosi 
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ove mai nelle formolo precedenti sostituiscasi ciascuno di 

tali archi in luogo di avviene che annullandosi il 

primo membro , si dovrà annullare bonanchc la quantità 
racchiusa in parentesi, la quale perciò dovrà essere decom- 
ponibile in fattori di primo grado, tulli formati dalla diffe- 
renza di c da ciascuno de’ suoi valori che si deduce dalle 
equazioni 


/l=- 

*44 


/!=!* ■ 


ì/v-f ■ 


ec. cc. 


ec. oc. 


per modo che, fatta l’anzidctta trasformazione, c quindi, 
dividendo i fattori binomii per z n , cioè ciascuno per c, e da 

ultimo rimettendo ~ in luogo di z, si avranno le relazioni 


senx=x 


-0 -S)0-£)0-é)~ 

-(‘-SJO-PX 4 -®')* 


cos a: 


dalla prima delle quali, col fare x=i «, poiché sen^"!f=l, 
si ricava 




2. 2. 4. 4. G. G. 8. 8. ec. 


3.3 5.5.7.7.9. 9. ec. * 


risultamento pubblicato la prima volta da W Alias nella sua 
Arìlhmetica infinitorum, e da cui (seguendo 1’ Eulero — In- 
troducilo in analysin § 185), si può dedurre l’altra forinola 
non meno rimarchevole per la radice quadrata di 2, cioè 

, XCÌ 2. 2. G. G. IO. IO. 44. 14... 

^ 1.3. 5! 7. 9' 44.43.15... ; 

di vero , se nella precedente relazione che dà il valore di 
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sena: si moltiplichino ambo i membri per 2, c poi si. faccia 
avviene che il primo membro si riduce al doppio 
seno di 45°, ossia a |/2, e che il secondo, fatte le riduzioni 
e sostituendovi in ultimo il trovato valore numerico di i-ir, 
può scriversi come sopra. 

54. Poiché dalla sola conoscenza del valore del seno di 
un arco si può pervenire a quella di tutte le altre linee ap- 
partenenti allo stesso, non men che a’suoi multipli, è chiaro 
clic tutte le calcolazioni dipendono dalla determinazione del 
seno del più piccolo che si è stabilito considerare, (e che 
in sulle prime supponghiamo esser quello di un minuto 
primo), per farlo quindi servire di base alla calcolazione di 
tutti gli altri. 

La prima idea, che si è dovuta presentare naturalmente 
per la calcolazione del seno di un minuto primo, è stata 
quella di far uso della formola sen-|-a=|-l/(2 — 2 coso), poi- 
ché si conoscono già i seni ed i coseni di due archi , del 
quadrante cioè e del suo terzo : e come in tal modo la de- 
terminazione dc'seni degli archi subdupli dipende sempre 
dalla estrazione di radici quadrate, cosi i loro valori saran- 
no espressi da numeri incommensurabili ; e questi non po- 
tendo essere calcolali esattamente, si è convenuto impie- 
gare sette cifre decimali ne’ loro valori approssimali, tanto 
essendo sufficiente nelle utili applicazioni delle tavole. Ma 
sebbene con la suddetta formola si potesse determinare il 
seno , e quindi il coseno della metà del quadrante ossia 
di 2700', e poi quelli della quarta parte che contiene 1350', 
e cosi di seguito, pure non si raggiugnerebbe lo scopo, av- 
vegnaché dopo la terza suddivisione si otterrebbe un nume- 
ro dispari di minuti primi, e proseguendo sarebbe chiaro 
che con lo impiego ulteriore della formola relativa a sen-ì-o 
non si potrebbe giugnere direttamente alla determinazione 
di sen 1', la quale difficoltà si presenterebbe del pari fa- 
cendo capo dal terzo del quadrante. Non pertanto con sif- 
fatto procedimento può giungersi alla valutazione del seno 

di un arco piccolo quanto che si voglia espresso da — ; ed 

£Yt 

allora, in virtù di ciò che si è detto in fine del numero 47 , 
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riguardando gli archi come proporzionali a’ loro seni , e fa- 
cendo la proporzione 


-1 _L 

2n ‘ 5400 


S6n ^n ’ SCn sSk)’ 


si otterrebbe il sono di un minuto primo. Ma sia che arri- 
vati a tal punto bisognerebbe assicurarsi se gli archi ch’en- 
trano nella proporzione siano piccoli abbastanza per poterli 
considerare come proporzionali a’ loro seni ; sia che cia- 
scuna delle successive estrazioni di radice quadrata deb- 
b’cssere spinta sino ad un numero considerevole di cifre 
decimali indispensabili per far risultare esatte le cifre 
che si desiderano nel seno di un minuto primo onde farlo 
servire come base di calcolazione , si è riflettuto che se 
per a si assegna tal parte del quadrante sicché la diffe- 
renza tra sena e tnga sia minore di una frazione il cui va- 
lore cominciasse dalla tredicesima cifra decimale , allora 
tutte le prime dodici cifre comuni a' valori di sena e di tnga 
si dovranno trovare identiche a quelle del dato arco , giac- 
ché la lunghezza di esso, valutata in parti del raggio, dev’es- 
ser compresa tra quella del seno e quella della tangente. 
Or se con un mezzo qualunque potessimo conoscere che 
l’arco di un minuto primo è di tanta piccolezza da soddi- 
sfare la delta condizione, saremmo certi che il numero che 
Io esprime in parli del raggio , potrebbe rappresentare il 
suo seno. Or sapendosi calcolare il valor di «r con quel nu- 
mero di cifre decimali che piace, ritenendo le prime sedi- 
ci, abbiamo che « , ossia 10800'= 3,14159 20535 887032... e 
quindi 


l'= 0,00029 08882 08065... 


e se questo valore si assume per quello di seni', calcolan- 
do il coseno e poi la tangente , si troverebbe per questa un 
numero che differisce nella undecima cifra decimale da 
quello appartenente al seno; quindi é a conchiudere che 
il minuto primo non è un arco di tanta piccolezza da far 
essere il numero, che lo esprime in parti del raggio, eguale 
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sino alla dodicesima cifra decimalo inclusiva, a quello ch’e- 
sprime il suo seno rapportato alla medesima unità. Per tale 
ragione si il passato ad un arco più picciolo , cioè a quello 
di 10", ed eseguite le stesse operazioni indicate pel mi- 
nuto primo, si è veduto che il valore del suo seno viene 
espresso dalle istesse prime dodici cifre decimali del nu- 
mero, che indica la lunghezza di esso arco in parti del rag- 
gio, ossia che 

senl0"=0, 00004 84813 681... ■ 

Trovato il valore di sen 10", si dedurrà facilmente coslO", 
qualora non si preferisse di calcolarlo direttamente come 
si è praticato pel seno, c quindi adoperando le formolo del 
num. 51 si avrebbero successivamente i seni ed i coseni 
degli archi 20", 30", 40" ec. ed una volta determinati i va- 
lori delle lineo trigonometriche appartenenti ad un grado, 
la formazione delle tavole si ultimerebbe con lo stesso mez- 
zo, procedendo da 10" in 10", o anche da 1' ad un 1'. Ed 
affin di verificare se gli errori provenienti dalle ultime ci- 
fre decimali ritenute nel valore di ciascuna linea siansi au- 
mentati per modo da non far risultare esatte le ultime cifre 
del valore di una certa linea, si sono calcolati con anticipa- 
zione , da servire come termini di riscontro i valori delle 
lince di alcuni archi intermedii, e ciò per via affatto diver- 
sa, come potrebb’ essere l’uso delle serie. 

55. Tutti i valori delle linee trigonometriche rapportate 
al raggio come unità, costituiscono le tavole de’ seni natu- 
rali; ma ad agevolare le operazioni di calcolo che importa 
eseguire sui detti valori, in loro vece nelle tavole son ripor- 
tati i corrispondenti logaritmi nel sistema che ha per base 
40; i quali per non averli negativi, si è supposto cangiato il 
raggio trigonometrico in IO 10 , ossia in 10 000 000 000. Tale 
supposizione non apporta difficoltà veruna, poiché quando 
A ed a rappresentano due archi dello stesso numero di gradi 
valutali il primo nel cerchio che ha per raggio R , ed il se- 
condo in quello di raggio 1, si ha (V. nota pag. 21) 

scnA sena , 

— — = — ; — , donde senA=Rsena, 

R 1 
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e quindi , accadendo Io stesso per le altre linee , nella ipo- 
tesi di R=10 10 bisognerà moltiplicare per tal numero i già 
calcolati valori di sena, cosa, ec. Del resto le medesime 
tavole convengono pure nella supposizione di It=l, sol che 
si considerino come apparenti le caratteristiche de' logarit- 
mi de' seni e de’ coseni. 

Uso delle tavole trigonometriche. 

56. Da ultimo diamo una breve istruzione sulla maniera 
di usare le tavole trigonometriche, che supponghiamo esser 
quelle del signor de La Lande estese a setto cifre decimali, 
le quali appunto si trovano fra le inani della maggior parte 
degli studiosi; ma ciò che sarem per dire potrà servir di 
guida anche quando si avessero tavole di altri autori. 

Le tavole anzidetto procedono da minuto primo in minuto 
primo , e son costituite da novanta pagine avente ognuna 
novo colonne verticali, di cui quattro contengono i logarit- 
mi delle linee indicale nell’ allo di esse ed appartenenti al- 
l’arco o all’angolo di cui il numero di gradi trovasi scritto 
di seguito alla indicazione medesima della linea, ed i mi- 
nuti primi sono segnati nella prima colonna a sinistra, che 
porta in testa il segno (') de’minuti primi. Cosi volendo per 
esempio il logaritmo di cot 17° 21' bisognerà trovare la pa- 
gina in cui veggonsi le linee corrispondenti agli angoli di 
17 gradi, e fermandosi alla prima (che ogni angolo si legge 
sempre in due pagine consecutive), si cercherà il numero 
21 nella colonna dei minuti primi, e così nell’incontro della 
linea che parte dal numero 21, con la colonna delle cotan- 
genti, si troverà il logaritmo cercato ch’ò 10,5052571. Nello 
stesso modo si troveranno i logaritmi delle altre lince rela- 
tive ad archi minori di 45 gradi. 

Per gli angoli minori di 90 gradi, ed eccedenti i 45, si è 
riflettuto essere le linee sen. cos. tng. cot. ec. eguali rispetti- 
vamente allo altre cos. sen. cot. tng. de’ loro complementi, 
perà nel basso di ciascuna colonna si trova scritta la linea 
indiretta rispetto a quella notala nell’ alto, e si è fatta se- 
guire dal numero di gradi , che unito a’ minuti primi notali 
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nella colonna che trovasi a dritta della pagina, forma il com- 
plemento di quello che leggasi nell’alto della stessa colon- 
na, e di cui i minuti primi stanno a sinistra. In conseguen- 
za di ciò, i logaritmi delle linee trigonometriche degli archi 
maggiori di 45 gradi si possono trovare nelle stesse tavole, 
leggendo nel basso delle pagine il nome della linea col nume- 
ro de'gradi, e nella prima colonna a dritta il numero de’mi- 
nuli primi: si troverà cosi, che log. tng. 57° 12'=10, 19080(57. 
Del resto anche in questo caso possono farsi servire le in- 
dicazioni superiori; di fatti si ha 


tng 57° 12'= cot (90° — 57° 12')=cot32° 48'. 


57. Nella maggior parte de’ casi, gli angoli sono espressi 
con gradi, minuti primi, secondi, ed anche con parti deci- 
mali di questi ultimi; e sebbene nelle tavole non si trovas- 
sero che angoli espressi in soli gradi e minuti primi, pure i 
logaritmi delle loro linee si potranno determinare con er- 
rore trascurabile (di cui appresso stabiliremo il limite) me- 
diante il principio dimostrato nella teorica de’logaritmi, che 
le differenze di due numeri da un terzo , son tanto meglio 
proporzionali a quelle de' corrispondenti logaritmi , quanto 
più grandi sono i numeri e piccole le loro differenze ; perciò 
quando ò dato un arco in gradi, minuti primi, e secondi, si 
potrà ordinariamente stabilire la proporzione; la differenza 
de’ due archi delle tavole fra' quali è compreso il dato, ossia 
00", sla alla differenza dell’arco dato dal suo prossimo mi- 
nore, ossia al numero de’ secondi dell'arco dato (che dinote- 
remo con ni"), come la differenza tra' logaritmi degli angoli 
prossitno minore e prossimo maggiore del dato (che dinote- 
remo con d) , sta alla differenza del logaritmo dell' angolo 
dato da quello appartenente al suo prossimo minore (e che 
dinoteremo con Pp); vale a dire 

60" :d;Pp; 

quindi la parte proporzionale Pp, ovvero il numero clic bi- 

8 



58 — 


sogna aggiungere o togliere al logaritmo dell’arco prossimo 
minore del dato, si ottiene mediante la forinola 


Pj> = 


dm" 

~G0~’ 


moltiplicando cioè il numero de' secondi dell'arco dato per 
la differenza tavolare, e dividendola per CO (') : un tal quo- 
ziente , che esprime sempre unità dello stesso ordine di 
quelle di d, si aggiungerà al logaritmo dell’arco prossimo 
minore del dato, se trattasi di seni o tangenti, ed invece si 
toglierà se la linea sarà un coseno o una cotangente, es- 
sendo chiaro che gli archi minori del quadrante ingranden- 
dosi, ingrandiscono parimenti il seno e la tangente, e quindi 
i loro logaritmi; mentre al contrario il coseno e la cotan- 
gente diminuiscono. Intanto non è d’uopo calcolare le dif- 
ferenze tra due logaritmi , perchè già lo sono nelle tavole , 
e vi si trovano registrate in tre apposite colonne intestate 
con la parola differenza abbreviata; di esse la prima e la 
terza (laterali l’una alla colonna de’ seni , e l’altra a quella 
de’ coseni) contengono le differenze de’ rispettivi logaritmi , 
e la seconda è situata fra le colonne delle tangenti e delle 
cotangenti ; appunto perchè uno stesso numero esprime la 
differenza de’ logaritmi delle tangenti e delle cotangenti di 

4 ’ 1 

due archi consecutivi; infatti si ha tnga=— — ; quindi 

cota 

log. tuga— — log. cota, e per un altro arco si avrebbe del 
pari fo3.tnga’= — log. cola' ; in conseguenza sottraendo 
membro a membro, si ottiene 


Jogr.tnga — log. tnga'= — ■( log . cota — log. cota') , 

d’onde risulta, che il valore assoluto della differenza dei lo- 
garitmi delle tangenti di due archi eguaglia quello della 


(’) Invece bisognerebbe dividere per 10 se si avessero le tavole clic pro- 
cedono da 10 secondi in 10 secondi, come sono quelle di Calici, di Gardi- 
ner , e di altri. 
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differenza delle loro cotangenti. I seguenti esempli mostra- 
no l'uso delle dette regole, e servono per dare un tipo del 
calcolo. 


1.® Determinare il logaritmo di sen 34° 41' 6". 

Log. sen 34° 41' .... =9, 7551431 
6 " 18^5 

Pp = H ^ — = + 182,5 = 0, 0000182 

Log. sen 34° 41' G" . . . =9, 7551613 


2.® Trovare il logaritmo di cot 48° 13' 20”. 


Log. eot48° 13' . 

,, 20". 2543 

Pp = 60 = 

Log. cot 48° 13' 20” 


2543 


=9, 9511334 
=0, 0000848 
= 9, 9510486 


3.® Determinare il logaritmo di cos 54° 1G' 8", 48. 


Log 

IV 


. cos 54° 16' . . 

1756x8", 48 
“■ 60 


Log. cos 54® 1G' 8", 48 


=9, 7664229 
= 0, 0000248 
=9, 7GG3981 . 


58. Il principio sopraccennato conduce parimente alla de- 
terminazione de’ minuti secondi dell'arco corrispondente 
al dato logaritmo di una sua linea, e che non si trovi esat- 
tamente nelle tavole (’): ed invero.se nella proporzione 
60" : m" : : d : Pp, si risguardi come ignoto il numero m" , 


(•) Il numero dato de hl»‘ essere compreso fra il massimo ed il minimodi 
quelli delle tavole relativi alla stessa linea, altrimenti o apparterrebbe ad 
un angolo più piccolo di un minulo primo, o sarebbe espressione di un arco 
immaginario; c l'arco sarebbe tale, tutte le volte clic il numero dato, non 
può convenire alla linea di cui vuoisi clic fosse logaritmo ; cosi avverrebbe, 
se, trattandosi di seni o coseni, si desse un logaritmo la cui caratteristica 
fosse maggiore ili dicci cc. 
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c si ponga mente che quando è dato un logaritmo che non 
si rinviene esattamente nelle tavole, la quantità Pj> ù ap- 
punto la differenza di esso logaritmo dato dal prossimo mi- 
nore tavolare; avviene che l’arco ignoto avrà il numero dei 
gradi e minuti primi corrispondenti al logaritmo prossimo 
minore del dato , ed un numero di secondi che si ottiene 
moltiplicando per 60 la differenza del logaritmo dato si d 
cercato, e dividendo il prodotto per la differenza tavolare ; il 
quoziente cosi ottenuto ed approssimato alle unità , si ag- 
giunge all'arco trovato, se trattasi di seno o di tangente 
(poiché queste linee crescono al crescere dell’arco fino 
a !)0°), e si toglierà, per la ragione contraria , se la ricerca 
si riferisce ad un coseno o ad una cotangente (*). A chiarire 
le cose anzidetto, valgano i due csempii che seguono. 

1° Esempio 

Dato Log. cos A = 9,0507650 trovare l'angolo corrispondente 

9,0500700 (") 83°28'00" 

00 

Diff- fi944x nÒ45 n =- 38 

A =83^27952" 

2° Esempio 


Dato Log. lngB = 9, 9330722 

9,9335440 40°38'00" 

Diff. Ì276xJ?= = + 30 


E = 40°38'30" 


(’) Alla sottrazione si potrebbe sostituire l'addizione , servendosi dell’arco 
prossimo maggiore del dato. • 

C) Questo è il logaritmo prossimo minore del dato, o che si trova nelle 
tavole: per notare l’angolo corrispondente, si ricordi clic quando l’ indi- 
cazione della linea è ne) piè della pagina (come nell’esempio attuale), i 
minuti primi si debbono leggere nella colonna a dritta. 

C“) Qui la parte proporzionale è sollrattiva , ma so si fosse notalo l’an- 
golo corrispondente al logaritmo prossimo maggiore del dato, la parte pro- 
porzionale sarebbe stata addii iva. 
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59. La regola anzidetta fonda, come si 6 veduto, sul prin- 
cipio della proporzionalità infra gli aumenti a’ numeri e 
quelli dei corrispondenti logaritmi , e perchè il medesimo 
non è rigorosamente esatto, conviene indagare fra quali li- 
miti è applicabile. 

In tutte le calcolazioni fatte per la costruzione delle ta- 
vole trigonometriche, non meno che de’ logaritmi de’ nume- 
ri, si è spinta l’approssimazione sino ad ottenere un errore 
minore di una unità del settimo ordine decimale. Ciò posto, 
volendo conservare una simile approssimazione ne’risulta- 
menti da ottenersi con l’uso delle tavole', è d’uopo ricorrere 
alla formola 

n 

Log . 1 in . tr (x-\-n\x)—log . lin . tr x + — A log . li n . tr x 
n(n — 1) 

H — ^ — A* logf.lin.tr as-J-.... 


che è conseguenza di un’altra più generale riportata nella 
parte superiore dell’Algebra. La detta formola fa vedere co- 
me sia composto il logaritmo di una linea trigonometrica 
qualunque (liti, tr.) di un arco , per mezzo delle sue diffe- 
renze successive (*) : e da essa apparisce essere sufficiente 
lo impiego della sola differenza prima, per conservare 
uno stabilito grado di approssimazione, e ciò quando il ter- 
zini — 1) 


mine 


1.2 


-A* iogf.lin.tr x ha un valore minore di una uni- 


tà di quell’ordine decimale che vuoisi esatto. Or nel nostro 
caso , in cui x rappresenta un numero di minuti primi , la 
differenza Ax può supporsi eguale ad un solo di essi , e 
quindi la quantità nAx indicherà un numero di secondi 
quando si fa 

— JL _A 

n— 00’ — 60’ 60 ' ' ' 


f) Dati due o piti numeri che rappresentino i valori che prende una fun- 
zione tj al particolarizzare la sua variabile x, le differenze del primo dal 
secondo, dal terzo, CC- diconsi differenze prime della funzione c si dinotano 
cui simbolo A j. o solo con A, mentre la differenza fra due differenze pri- 
me , s' indica con a 2 y o anche scinplìccnftnto con A* , c dicesi differenza 
seconda, c cosi di seguilo. 
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Supponendo adunque il caso più svantaggioso in cui 

, 30 1 />4 

60 2 ’ 

e dippiù che il valore del termine : > — a’ log.Ym.lrx deb- 
ba essere minore di 0,0000001, si avrà la relazione 

' — lin.tr x <0,0000001, 


la quale si verificherà tutte le volle che il valore assoluto 
della quantità di a* foj/.lin. trx sarà minore di 0,0000008 ("). 

Si conchiude da ciò che quando la differenza tra le diffe- 
renze lavolari de’ logaritmi di due linee trigonometriche ò 
minore di 8, se si fa uso delle regole date nel numero pre- 
cedente, per le quali si adoperano le sole differenze prime, 
si può essere sicuro di ottenere risultamcnti con errori più 
piccoli di 0,0000001. Questa condizione però non si verifica 
in tutta la estensione delle tavole trigonometriche , essen- 
doché la differenza seconda è maggiore di 8 negli archi com- 
presi fra 

V e 12°, per i logaritmi de’ seni, 

1' e 0°, e fra 78° e 90, per i logaritmi de’ coseni, 

1' e 12° e fra 78° e 90, per i logaritmi delle tng. e delle cot. 

in tali casi adunque ò necessario calcolare il termine affetto 
dalla differenza seconda. È però che in fine delle tavole tro- 
vasi una pagina in cui è scritto Tavola A, la quale contiene 
i coefficienti delle differenze A*, corrispondenti a tutti i 
minuti secondi; in conseguenza, ne’ casi particolari di che 
è parola, si trova prima il logaritmo della linea trigonome- 


0 È questo il caso più svantaggioso, poiché se il numero de’ secondi fosse 
maggiore di 20, allora si rappresenterà con x il numero de’ minuti primi 
prossimo maggiore del dato, c quest’ultimo sarà espresso da x — nA-c, in 
cui n é minore di 30. 

(") Simile condizione si troverebbe po’ logaritmi de’ numeri. 
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trica col metodo ordinario, e poi, presa la differenza secon- 
da de’ logaritmi appartenenti agli archi prossimo minore e 
prossimo maggiore del dato , si moltiplicherà pel numero 
che si trova nella colonna della tavola A segnata con C.A S , 
e che corrisponde al numero de’ secondi dell’ arco dato, ed 
il prodotto, approssimalo alle unità intere, esprimerà i die- 
cimillionesimi che conviene aggiungere al logaritmo già 
trovato; così se l’arco è di 5° 18' 12" e si voglia il loga- 
ritmo del suo seno , si troverà prima col metodo ordinario 
log. sen 5° 18' 12"=8, 9658056, quindi la differenza 44 tra le 
due differenze tavolari di log. sen 5° 18' , c log. sen 5° 19' , 
relative agli archi prossimamente maggiori, si moltiplichi 
per 0,080 che è la differenza seconda corrispondente a’12", 
ed il prodotto 3 si aggiunga al logaritmo trovato , si ottiene 
cosi 


Log. sen 5° 18' 12 "=8,9058059. 

60. Quando il dato numero di secondi vien seguito da una 
frazione decimale, poiché non si trova calcolato nella tavo- 
la A il corrispondente coefficiente, si determinerà col fare 
la proporzione ; un minuto secondo (differenza tra i due nu- 
meri di secondi che comprendono il dato), è alla differenza 
tra il numero dato de' secondi ed il prossimo maggiore, come 
la differenza dei due valori di log. A* corrispondenti a'primi, 
è al valore che si domanda; di modo che se il numero de’se- 
condi fosse 47", 94 si direbbe 1" (differenza fra 47 e 48 se- 
condi) sta a 0", 64 (differenza, tra 47", 64 e 47) come 5 dif- 
ferenza de’ valori di CA* corrispondente a 47” e 48"), sta ad 
x eh’ è il valore cercato di Ca* relativo a 47", 64, ossia 

1 : 0",64 : : 5 : a:=320. 

Similmente si opererebbe se si trattasse del logaritmo di 
una tangente: e senza più dire per le altre linee , ricorde- 
remo che de’ coseni o delle cotangenti se ne determinereb- 
bero i logaritmi, trovando quelli de’seni o delle tangenti 
degli archi complementali. 

61. Allora quando è dato il logaritmo di una linea, se 
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l'angolo o l'arco cui si rapporta, è compreso fra que’ limiti 
per i quali si è veduto esser necessario il calcolare le dif- 
ferenze seconde (num.prec.), si determinerebbe come nel 
seguente esempio , il cui procedimento è giustificato dalle 
ragioni inverse di quelle esposte nel numero 59. 

Sia Log. tng x =8,5566135: si trova con la regola ordina- 
ria se = 2° 3' 48" ; di poi l’eccesso 282 tra le due differenze 
consecutive de’ logaritmi di 2° 3', di 2° 4', e di 2° 5', si mol- 
tiplica per il numero 0,080 della tavola A che corrisponde 
a 48", ed il prodotto 22, 56 o piuttosto 23, si toglierà dal 
logaritmo proposto, si avrà così log. tng x=8, 5500112 da 
cui, facendo uso nuovamente della regola ordinaria, si avrà 
*=2° 3' 48", G4. 

62. Per gli archi minori di due gradi si preferisce di non 
usare le differenze, attesoché le linee trigonometriche va- 
riano pochissimo al poco variar di quelli, e però occorre- 
rebbero tavole calcolate con un maggior numero di cifre 
decimali ; in tal caso si fa uso invece del rapporto della li- 
nea trigonometrica, per esempio, del seno all’arco, giacché 
quando questo rapporto fosse noto, indicandolo con S (*), si 
avrebbe 


= S, donde Log. senx=Log S + Loo x, 

x 

conseguentemente si otterrebbe il logaritmo della linea, 
addizionando il logaritmo del suo rapporto all’ arco con 
quello dell’arco stesso. Per tal fine nelle prime quattro pa- 
gine di alcune edizioni delle tavole trigonometriche del de 
La Lande trovarmi i logaritmi de’ rapporti de’serii e delle 
tangenti con l’arco minore di 2°, i quali logaritmi, perché 
hanno di comune la caratteristica4 e le prime tre cifre deci- 
mali 685, si è notato in testa della colonna il numero 4,685 
cui bisogna scriver di seguito le altre quattro cifre decimali 
che trovansi laterali al logaritmo del seno o della tangente 
dell’arco che si considera ; che se questo contenesse minuti 

C) Si adopera la lettera S, o l’aHra T, sccondocliè il rappurlo noto è 
quello, del seno all'arco o quello della tangente. 
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secondi, si troverebbe il logaritmo del rapporto elio gli sor- 
ba il seno nel seguente modo: supponghiaino a-=l° 25' 13"; 
nelle tavole si trova 

per 1° 25' Log. 8=4,6855306 

per 1° 26' Log. 8=4,6855296 

Differenza 10 


può dirsi perciò, se l’aumento di 60" all’arco di 1° 25' ap- 
porta la diminuzione di 10 unità del 7° ordine al logaritmo 
del rapporto che gli serba il seno, l’aumento di 13" qual 
diminuzione apporterà allo stesso logaritmo? Facendo uso 
di questa regola si troverebbe log. sen 1 ,25' 13"=8, 39421X12, 
log. tng 0° 28' 51" = 7,9238821 avendo cura di notare clic i 
logaritmi di 1° 25' 13" e di 0° 28' 51" si trovano nelle tavole 
de’logaritmi de’ numeri, giovandosi delle indicazioni quivi 
esistenti, e potendo adoperare la nota regola quando vi fos- 
sero inoltre parti decimali di seguito. 

63. Resta da ultimo ad esaminare il caso in cui essendo 
dato il logaritmo del seno o della tangente di un arco rico- 
nosciuto minore di due gradi, se ne voglia conoscere il cor- 
rispondente valore approssimato fino a’ centesimi di un se- 
condo. Suppongliiamo esser dato il logaritmo del seno di un 
arco x, sarà noto log. sena;, e poiché si ba (nutn. prcccd.) 

log.scnx=log.x-ì-log.S, d’onde log ,x=log .senx — log. S 

si conoscerebbe adunque log. x se fosse cognito log. S , il 
quale sebbene non sia noto, non lo essendo l’arco x, pure è 
a notare che quest’ultimo, servendosi delle tavole trigono- 
metriche, si può ottenere espresso coi soli minuti primi 
esatti, ed allora sarà nolo il corrispondente log. S, il quale 
tuttoché non fosse a rigore quello relativo all’arco cerca- 
to x, pure non ne potrà differire che per meno di quattor- 
dici unità del settimo ordine decimale , tale essendo la dif- 
ferenza de’ valori di log. S per due archi consecutivi che 
differiscono peri 0 ; ma come de’logaritmi di due numeri 
consecutivi di secondi negli archi minori di due gradi , la 

9 
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differenza è sempre di G03 unità dello stesso ordine deci- 
male, cosi è chiaro che se 003 unità dell’ ultimo ordine, le 
quali si ritengono in più o in meno, fan trovare un’arco con 
un secondo di più o di meno, nel caso più svantaggioso di 14 
delle stesse unità ritenute similmente; si troverà un arco 
in cui vi sarà di più odi meno, tal parte di un secondo quale 
è 14 rispetto a G03, cioè 0",023. 

Potendosi dire altrettanto nel caso si desse log. tngx, ne 
risulta che si troverà l’arco corrispondente ad un dato lo- 
garitmo del suo seno, o della sua tangente, nell’ipotesi che 
ci occupa, cercando prima il grado ed i minuti primi che 
nelle tavole corrispondono al log. p.m. del dato, e quindi tro- 
vando il relativo valore di log. S o di log. T, che sottratto dal 
dato numero darà il logaritmo de’sccondi che completano 
l’arco cercalo, i quali si determineranno per mezzo delle 
tav. log. de’ numeri. Si è sicuro così ottenere un’arco che 
differisce dal vero per meno di 0", 023. Sia per esempio lo- 
garitmo tng:r=8, 4252830: l’arco che nelle tavole corrispon- 
de al logaritmo più prossimo èa-=l°31', ed il logaritmo del 
rapporto che ad esso serba la sua tangente è 

log. T = 4,6850704, 

si ha dunque 

log.x=log. tngat — lo;/. T=8, 4252836 — 4, 0850704=3, 739G072 , 
c quindi 

x= 5490", 44 = 1° 31' 3", 44. 

La conoscenza delle relazioni che esistono tra levarie li- 
nee trigonometriche farà dipendere, dagli esposti principii, 
la determinazione del logaritmo di ogni altra linea, non me- 
no che la soluzione del problema inverso. 

64. Nel calcolo logaritmico è di bene evitare le sottrazio- 
ni facendo uso de' complementi aritmetici, riportiamo perciò 
le seguenti avvertenze, le quali sono state tratte dall’appen- 
dice alla trigonometria del distinto Professore F. Amante. 
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Del complemento aritmetico. 

« È noto che il complemento aritmetico di un logaritmo si 
ottiene togliendo da 9 tutte le sue cifre a cominciare dalla 
sinistra, esclusa l’ultima che si sottrae da IO, e questa ope- 
razione è cosi facile, che si esegue a memoria nel leggere 
i logaritmi delle tavole, de’ quali si scrivono i complementi. 
Il complemento aritmetico si pone in luogo del logaritmo, 
ogni volta che il numero cui si riferisce trovasi nel deno- 
minatore di una formola. Se nell’ addizione di più logaritmi 
è compreso un complemento aritmetico , dovrà dalla carat- 
teristica del logaritmo somma togliersi un 10, se ve ne sono 
due, si toglierà 20, e cosi di seguito. In questa operazione 
bisogna però aver riguardo ai logaritmi delle frazioni deci- 
mali (‘). Essi hanno una caratteristica complemento, per cui 
quando entrano in una somma con altri logaritmi, devono 
considerarsi come altrettanti complementi. Viceversa, sic- 
come il complemento aritmetico del logaritmo di una fra- 
zione decimale, corrisponde al logaritmo di un numero in- 
tero, cosi esso ha una caratteristica vera, per cui entrando 
con altri logaritmi in una somma, non deve considerarsi 
come complemento. Quindi in generale potrà stabilirsi clic 
dalla caratteristica della somma di più logaritmi dovranno 
togliersi tanti 10, quante caratteristiche-complemento vi 
sono fra t logaritmi stessi. Il seguente esempio chiarirà me- 
glio queste idee. 

ESEMPIO 

Log. 0,025 = 8,3979400 . . caratteristica complemento 

Log. 40,27 =4,6049816 . . caratteristica vera 

C. 1. 12,13 = 8,9161392 . . caratteristica complemento 

C. 1. 0,0017 = 2,7695511 . . caratteristica vera 

Somma — 1 ,6880119 . . si è tolto 20 dalla somma. 


(') Non parliamo delle frazioni ordinarie, porcile i loro logaritmi si ottengo- 
uo con la regola generale, clic dà il logaritmo di un quoziente. 
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Nello tavole trigonometriche i seni ed i coseni di qualun- 
que arco, e le tangenti degli archi minori di 45 gradi, es- 
sendo frazioni dell'unità, hanno ne’ loro logaritmi una ca- 
ratteristica-complemento. 

Per evitare le sottrazioni nel prendere i complementi 
aritmetici dei logaritmi , alle regole date di sopra per le 
parti proporzionali, debbono aggiungersi le seguenti avver- 
tenze. 

Volendo trovare il complemento del logaritmo di un dato 
numero, si dovrebbe cercare il numero prossimamente mi- 
nore nelle tavole, c prendere il complemento del suo loga- 
ritmo; indi calcolare la parte proporzionale nel modo indi- 
cato di sopra , e siccome questa andrebbe aggiunta al loga- 
ritmo, cosi essa dovrebbe necessariamente togliersi dal suo 
complemento. Potrà in vece usarsi quest’altro modo. Si cer- 
cherà nelle tavole il numero prossimamente maggiore del 
dato , si prenderà il complemento del suo logaritmo , ed a 
questo si aggiungerà la parte proporzionale, calcolata per 
la differenza fra il numero cercato ed il numero dato; la 
quale differenza corrisponde al complemento aritmetico 
delle ultime cifre del numero proposto che non si trovano 
nelle tavole. 


ESEMPIO 

Trovare il complemento logaritmo di 135,7934. 


l. a Maniera= Comp. log. 135,79 . . . 

. . 7,8071322 

Pp=— 320x0.34 . . 

•— 108.8 

Comp. log. 135,7934 . . 

. . 7,8071213.2 

2. a Maniera da usarsi a preferenza. 

Comp. log. 135,80 . . . 

. . 7,8071002 

Pp=-f 320x0.00 . . 

. . -+- 211.2 

Comp.log. 135 , 7934 . . 

. . 7,8071213.2 
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Un simile procedi mento si adopererà, per trovare nelle ta- 
vole trigonometriche il complemento del logaritmo del seno 
o della tangente di un arco dato, come si vede dall’ esempio 
seguente. 

ESEMPIO 

Trovare il complemento logaritmo sen 20°.37'.30",35. 

1. a Maniera 

Comp. log. 20°. 37'. 30'’’ 0, 4531489 

Pp = — 559 x 0.035 — 19.0 

Comp. log. 20.37.30.35 0,4531409.4 

2. a Maniera da usarsi a preferenza. 

Comp. log. sen 20°. 37'. 40". . . . 0,4530930 

Pp = + ‘ 559 x 0,965. . . . 4-539.4 

Comp. log. sen 20.37.30.35 .... 0,4531409.4 

II complemento del logaritmo del coseno o della cotan- 
gente si troverà in vece, cercando nelle tavole il comple- 
mento del logaritmo corrispondente all’arco prossimamente 
minore, ed aggiungendo la parte proporzionale. 

ESEMPIO 

Trovare il complemento logaritmo cot 20°. 37'. 30", 35. 

Comp. log. cot 20°. 37'. 30" . . . . 9,5750189 

Pp = + 638x0.035 .... + 22.3 

Comp. log. col 20.37.30.35 .... 9,5750211.3 

Quindi, affinchè le parli proporzionali siano sempre ag- 
giunte ai logaritmi ed ai complementi logaritmi delle linee 
trigonometriche, dovrà osservarsi la seguente regola. 
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Nel prendere il logaritmo dal serto o della tangente , biso- 
gna cercare nelle tavole l’ arco prossimamente minore, e nel 
prendere i complementi logaritmi delle stesse linee trigono- 
metriche, si cercheranno gli archi prossimamente maggiori. 
Il contrario si praticherà pe' coseni e per le cotangenti. In 
tal modo la parte proporzionale sarà sempre positiva , e si 
calcolerà, moltiplicando la differenza delle tavole, per la dif- 
ferenza fra l’arco cercato e l'arco proposto. 

Se dato il logaritmo del seno, coseno, tangente o cotan- 
gente debba trovarsi l’arco corrispondente, si cercherà sem- 
pre nelle tavole il logaritmo prossimamente minore del logco- 
ritmo dato, c la parte proporzionale si aggiungerà , trattan- 
dosi di seno o di tangente, e si toglierà trattandosi di coseno 
o di cotangente, come si è accennato di sopra. 

1 logaritmi delle secanti e delle cosecanti, essendo i com- 
plementi de’ logaritmi de’ coseni e de' seni, non esigono regole 
particolari. 

Dovendo prendersi la metà di un logaritmo clic ha una 
caratteristica complemento, onde estrarre la radice qua- 
drata dal numero corrispondente, si aggiungerà 10 alla ca- 
ratteristica prima di eseguire la divisione per 2; se deve 
prendersi la terza parte di un simile logaritmo , si aggiun- 
gerà 20, e cosi di seguito. La ragione di questa pratica si 
desume da cièche accade nell’operazione contraria, cioè 
nel raddoppiare, triplicare eie. il logaritmo di una frazione 
decimale. In fatti se 9,8270315 è il logaritmo di una frazione 
quello del suo quadrato sarà 2 x 9,8270315=19,6540630, e 
quindi, se la caratteristica del logaritmo radice è comple- 
mento al 10, quella del logaritmo quadrato sarà comple- 
mento al 20 , e del logaritmo cubo complemento al 30 etc. ; 
o con più rigore potrebbe dirsi cosi: i logaritmi delle fra- 
zioni decimali presi secondo la pratica comune equivalgono 
ai veri logaritmi accresciuti di 10. Quindi chiamando l il 
vero logaritmo, L il logaritmo in uso, sarà l=L — 10, e pren- 
dendo la metà di ambedue i membri di questa eguaglianza 
sarà, l-l = i L — 5, ovvero 1-1 =t(L-|- 10) — 10. Da questa 
espressione appare che illogarilrao radice, posto sotto la 
forma comunemente in uso, è 1 (L-f-10), il quale si ottiene 
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aggiungendo 10 al logaritmo proposto L, o dividendo la som- 
ma ottenuta per 2. Una simile dimostrazione potrebbe farsi 
per la radice terza, per la quarta ctc. 

ESEMPIO TRIGONOMETRICO COMPLESSIVO 


Calcolare la forinola cvs x— 


1 / 


tan 1 5" ,87'. 35", io .eoa 65”. 14'. 1 l",to 
se il 77”. 16'. 14", 71 .col 50*.10'.47".3 1 


Log. tan 15° . 27' . 30" 
Pp. ... 810x0.52 . 
Log. cos 05 . 12 . 20 . 
Pp. . . . 456x0.80 . 
C. log. sen 77 . 15 . 20 . 

Pp. . . . 48x0.729 . 
C. log. col 50 . 10 . 20 
Pp. . . . 428x0.734 . 


9,4417604 
+425.9 
9,0225912 • 
+392.2 
0,0108334 
+ 35 
0,0788390 
+314.2 


Log. cos*x . . . 

Log. cosx. . . . 

Log. cos 67°. 48'. 50" 
Pp. . . ■ . — 3, 79 
x=07°.48'.40",21 


19,1541407.3 
, 9,5770703.05 
. 9,5770508 
510| 195,05 
3/79 


Se la forinola da calcolarsi comprendesse qualche loga- 
ritmo, come le seguenti , 

am log p , b* log. sen x , allora passando ai logaritmi si 
avrebbe , 


Log.(amlog.p)=log.a + log.m + log. log. p 
Log. (6* log. scnx)=2Iog. b+log. log. sen x , 

e per eseguire il calcolo, converrebbe prendere nelle tavo- 
le i logaritmi de'logarilmi. Questa operazione non offre al- 
cuna difficoltà quando il numero di cui deve prendersi il 
doppio logaritmo è un intero. Ma se è una frazione , nel 
prenderne il primo logaritmo bisogna seguire un andamen- 
to diverso da quello che si usa ordinariamente. Impercioc- 
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oliò i logaritmi che si adoperano per calcolare una formolo 
comune, non sono che un istrumento per ottenere piu pron- 
tamente il valore che si cerca, e si può dar loro quell’aspet- 
to che meglio conviene alla speditezza del calcolo; ma in 
una forinola che contiene qualche logaritmo, questo forma 
parte integrante del valore che si cerca, ed è il soggetto e 
non già ristrumento del calcolo, onde deve esser conside- 
rato nella effettiva sua quantità. Ora , i logaritmi delle fra- 
zioni, come si rappresentano comunemente, sono i comple- 
menti aritmetici de’ veri logaritmi, col segno cambiato. Di 
fatti nel prendere, per esempio, il logaritmo di | si fa, 

Log. £ = log. 5— log. 6 =0,0989700 — 0,7781512, 

e non potendo eseguirsi la sottrazione , si suppone aggiun- 
ta al primo logaritmo la caratteristica 10 : e si ottiene 
log! =9,9208188. Questo dunque non è se non scl’elTettivo 
logaritmo aumentato di 10, per cui il vero logaritmo di f sarà 


9,9208188—10 =— 0,0791812. 


il quale poteva ottenersi direttamente eseguendo la ridu- 
zione algebrica dell'espressione, 

Log.5 — log. 6=0, 6989700 — 0.7781512=— 0,0791812. 

Quest’ ultimo logaritmo è quello che dovrà adoperarsi , nel 
caso che debba prendersi il log. log. J. Cosi volendo calcola- 
re l’espressione 25 log!, si lari come segue; 

Log. 5 = 0,6989700 

Log. 6= 0,77 81512 

Log. di !-= — 0,0791812 . . . Log. log. !=8, 8986210— 

P p Il 

Log. 25. . = 1 ,3979400 

Log. (25 logf) =0,2965621 — 
25 log!= — 1.9795 

dove è da notarsi, che il logaritmo di 0,0791812 si è preso 
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nel modo .ordinario , perchè qui serve solo per islrumon- 
to di calcolo , onde ottenere il valore del prodotto di 25 
per — 0,0791812; e si ò scritto il segno — dopo di esso co- 
me semplice ricordo del segno che affetta il numero corri- 
spondente. Che se avesse voluto conoscersi l’effettiva quan- 
tità del logaritmo di log. £, per calcolare a cagion d’esempio 
la formola 25 log. log. |, esso, dovendo appartenere ad un 
numero negativo, sarebbe stato immaginario. 

Si procederà allo stesso modo nel prendere il logaritmo 
di una frazione decimale, o delle linee trigonometriche mi- 
nori del raggio, cioè dovranno introdursi nel calcolo gli ef- 
fettivi primi logaritmi di quelle quantità, che sono i loga- 
ritmi presi nel modo ordinario accresciuti di 10 ». 

CAPITOLO 111. 

Preliminari per la risoluzione de'triangoli. 

65. I tre Iati ed i tre angoli di un triangolo costituiscono 
i sei elementi di esso, e risolvere un triangolo vuol dire cal- 
colare i valori numerici di tre de’ suoi elementi , qualora 
sian dati gli altri tre, fra’ quali fosse compreso almeno un 
lato. Questo problema presenta quattro casi distinti , cioè 
quando son dati 

1. ° Due angoli ed un lato; 

2. ° Due lati e l’angolo opposto ad uno di essi; 

3. ° Due lati e l’angolo compreso; 

A. 0 I tre lati. 

In ciascuno di questi casi è d'uopo mettere in veduta le 
analoghe relazioni che i lati serbano cogli angoli , epperò 
cominciamo dal premettere le seguenti proposizioni. 

Teorema i.° — Ne' triangoli rettilinei i lati sono propor- 
zionali a’ seni degli angoli opposti. 

Sia ABC un triangolo qualunque (fìg. nella pag. seg. ) , di 
cui gli angoli vengono dinotati con lettere maiuscole poste 
a’ loro vertici, ed i lati opposti con le stesse lettere, ma pic- 
cole. Co’ vertici B e C come centri, e con intervalli eguali 
al raggio delle tavole trigonometriche , che supponghiamo 

10 
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essere l'unità, descrivansi due archi dì cerchio, e da’punli 
M, A, N si abbassino le perpendicolari sul lato BC, sarà 

MP = senB, NQ=senC, BP=cosB, CQ=cosC. 



Poiché il triangolo proposto si è 
diviso per mezzo della perpendi- 
colare AD in due triangoli rettan- 
goli ABD, ADC , che sono simili 
rispettivamente a’due BMP, CNQ, 
risultano le seguenti proporzioni 


AB : AD : : BM : MP , AC : AD : : CN : NQ; 

ed inoltre avendosi per costruzione BMx=CN=l, ne segue 
AC : AB : : MP : NQ , ossia 

1) : c : : scnB : sen C; [1] 

in simil modo abbassando dal vertice B la perpendicolare 
sul lato opposto, si troverebbe 

a : c : : sen A : senC, [2] 

e di queste due proporzioni, è conseguenza la terza 

a:b : : sen A : sen B , [3] 

la quale si avrebbe potuto dedurre altresì facendo uso della 
perpendicolare al lato AB da condursi pel terzo vertice C : 
con ciò resta dimostrato il teorema. 

66. Dalla similitudine de’mcdesimi triangoli si hanno pu- 
re le altre proporzioni 

\ : cosB : : c : BD ,, . BD=ecosB 

1 : cos C : : 6 : DC d onde DC=bcosC; 


quindi con l’unire i valori di BD e di DC, e con l’osservare 
che BD-j-DC=BC = a, si deduce 

«= bcosC+ccosB; 

del pari facendo uso delle altre coppie di triangoli simili 
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che emergono con lo abbassare le perpendicolari dagli altri 
due vertici, si ottiene 

b=o cos G + ccos A, 

c=ocosB+ 6 cos A. . 

Per mezzo di queste tre ultime equazioni si può dimostrare 
la indeterminazione del problema che avesse per oggetto di 
trovare i lati di un triangolo , quando fossero cogniti i soli 
tre angoli; poiché adoperando all’uopo un metodo qualun- 
que per eliminare nelle tre relazioni precedenti i lati a, 6, c, 
si perviene sempre ad una equazione, la quale è indipen- 
dente da’ lati; e quindi non potendo avere una equazione 
contenente una sola delle quantità cercate, si rende chiaro 
essere impossibile la loro determinazione. 

Ma se poi si dividesse ciascuna delle tre indicate equa- 
zioni per uno de’ lati , o si riguardassero come quantità 
ignote i rapporti che al medesimo serbano gli altri due, al- 
lora si avrebbero due incognite con tre equazioni, e di que- 
ste (poiché due sole bastano per la determinazione delle in- 
cognite) la terza dovendo restar soddisfalla quando vi si so- 
stituiscono i trovati valori delle ignote, esprimerà una con- 
dizione che dee aver luogo fra gli angoli , perché il proble- 
ma fosse possibile, la quale relazione si riduce a dover es- 
sere la somma de’ tre angoli eguale a quella di due retti. Di 
fatti eseguendo tali operazioni si trova la equazione 

cos'*A-t-cos s B-f-cos a C-l-2cos A cos B cos C=1 

la quale, in conformità di quello che altrove (28) si è mo- 
strato, fa conoscere che A -1- B-+-C=180'’. 

67. Teorema *.° — Ne' triangoli rettangoli la ipotenusa 
sta ad un cateto come il raggio delle tavole sta al seno del- 
l’angolo opposto ad esso cateto, o al coseno dell’angolo adia- 
cente: ed un cateto sta ali altro come il raggio sta alla tan- 
gente deli angolo opposto al secondo cateto. 

Nel triangolo di cui a, 6, c, sono i lati, ed A, B, G, gli àn- 
goli ad essi opposti, se supponesi che l’angolo A sia retto , 
e per conseguenza che a sia ipotcnusa e 6 e c cateti , sarà 
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senA=l, o le relazioni 

a : b : : scn A : sen B , 'a : c : : sen A : sen C 

date dal teorema precedente, diventano 

a : b : : 1 : senB [1] a : c : : 1 : sen C. 

Inoltre, poiché gli angoli B e C insieme presi uguagliano 
un retto, l’uno sarà complemento dell’altro; e però il seno 
dell’uno pareggia il coseno dell’altro; sicché dalle propor- 
zioni [1] si passa alle altre 

a : b : : 1 : cos C [2] a : c : : 1 ; cos B. 

Dippiù, essendo pel citato teorema c : b : : sen C: sen B, se 
al termine senC sostituiscasi cosB, che gli è jiguale quando 
il triangolo è rettangolo in A, si avrà c :b : : cosB : senB , 
ossia 


c:b: A : 


senB 
cos B 


: 1 : tngB 


P] 


e del pari , se nella proporzione b : c : : senB : senC , sosti- 
tuiscasi cos C in luogo di senB, si troverà 

b : c : : ’1 : IngC.... [4] 

Le proporzioni [1] [2] [3] e [4] si avrebbero potuto stabilire 
direttamente col descrivere un cerchio col centro in uno 
degli angoli acuti del triangolo, e col raggio eguale a quello 
delle tavole, e segnando la tangente ed il seno dell’arco 
compreso fra la ipotenusa ed il cateto. Esse dimostrano il 
teorema proposto; ed inoltre, eguagliando in ciascuna il 
prodotto determini estremi con quello de’medii, si vede che 
ne’triangoli rettangoli 

1. °' — Un cateto eguaglia la ipotenusa moltiplicata pel se- 
no dell’ angolo opposto, o pel coseno dell’ angolo adiacente. 

2. ° — Un cateto moltiplicato per la tangente dell" angolo 
adiacente adesso, eguaglia l’altro cateto; e quindi la tan- 
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genie di un angelo acuto eguaglia il calcio opposto diviso per 
1 adiacente. 

68. In virtù del primo degli accennati principii si hanno 
le due equazioni «cosC=b, osenG=c, le quali venendo 
addizionate membro a membro , dopo di averle elevato a 
quadrato, danno l>'-t-c’:=u*(sen 2 C-f- cos*C)=<i* , con che 
resta dimostrato altrimenti il notissimo teorema di Pitagora. 

69. Teorema :*.° — In ogni triangolo il quadrato fatto 
sopra un lato eguaglia la somma de’ quadrati falli su' rima- 
nenti due, meno il doppio prodotto di questi ultimi lati pel 
coseno dell' angolo da essi compreso. 

Nella geometria elementare è dimostralo che in un triangolo 
ADC si dee verificare la relazione AB’ , =BC 2 +AC i ‘zp2BC.CD, 

/ i nella quale è da ritenersi il segno su- 

poriore se l’angolo in C è acuto, e 
l’inferiore se è ottuso: or poiché il 
so C triangolo ACD è rettangolo in D, sarà 

Cl)=ACcosC (75), perciò, adottando i consueti simboli, la 
riferita relazione, dopo avervi sostituito il valore di CD, dà 

c*=«’H-b* — 2ab cos C... [5] 

e sotto questa forma si è potuto ritenere il solo segno meno 
innanzi all’ultimo termine senza che la relazione cessi per- 
ciò di essere applicabile nel caso 1’ angolo C sia ottuso , 
perché, quando ciò fosse, cos C sarebbe negativo, e quindi 
l’ultimo termine che rappresenta 2BCX CI) , risulterebbe 
additivo ('). 


(') Questo teorema può dedursi direttamente dal principio della proporzio- 
nalità de’ lati a" seni degli angoli opposti. Di vero essendo 


scn A _ scnC 
a ~ c ’ 


sen I! scn C . ^ 

li c 


c scn A . , c sen II 

, b = - — 

se» C scn !. 


i quali valori, elevandoli a quadrato per quindi addizionarli, e sottraendo dalla 
somma il loro prodotto moltiplicato per 2 cos A, e riflettendo da ultimo clic 
scn*A= 1 — cos a A, c clic sen 2 It = 1 — cos 2 B , 


danno 

„ . „ „ 2 — cos*Acos*B — 2cosCscn Asen B 

2 u li cos C = c*x — 

scn* C 


[>1 
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70. Risolvendo la equazione [5] rispetto a c, si ha la 
forinola 

c=l/a*+6* — 2aò cosC, 

la quale per mezzo delle opportune trasformazioni può bene 
farsi divenire comoda al calcolo logaritmico. A tal fine si 
ricordi che cos2A=l — 2sen*A (31) : or se mutasi 2A in C, 
c per conseguente A in|-C, si ha cosC=l — 2 sen*i-C, sic- 
ché, fattane la sostituzione nel valore di e, si ottiene 


c= [/ « — 2òc+4òc sen*rC =1/ (a — 6*)+4òc s e n* i- G 

= («-!.) 

ed ammettendo clic la radice quadrata del termine frazio- 
nario sottoposto al radicale , rappresenti la tangente trigo- 
nometrica di un certo angolo <p, elio sarà sempre calcolabi- 
le , si ha 

c=(a — ò) l/l -f- tng*<p == (a — h)seg<p=^^. . . [6] 


71. Così pure risolvendo l’equazione [5] rispetto a cosC, 
si ricava 


cos C = 


«‘-l-b* — c* ' 
2 ab 


pi 


Ora è nolo (Ì8) clic, nel caso di A-t-B + C = 180", si ha la relaziono 
cosC = scnA seni! — cosAcosB 

dalla quale, moltiplicandone ambo i membri per 2 cosC, si deduce 
2 oos C sen A sen li = 2 cos* C + 2 cos A cos B cos C , 
c quindi falla la sostiluzionc nella relazione [I] c ricordando, che 
cos* A-t~cos*B-|-cos*C — 2 cos AcosBcosC = 1 , celie I — cos*C = scn*C, 
la frazione del secondo membro si riduce ad t , c si ricava in fine 
n* ■+■ ft* — 2 sr a b cos C = e* : 

con ciò rimane fermo poggiare la risoluzione dei triangoli sull'unico principio 
foudamculale, che cosliluiscc il soggello del primo teorema. 
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in cui eseguendo nel valord di cosC, la medesima trasfor- 
mazione di poc’ anzi , e dinotando con 2 p il perimetro 
a-f-ò + e, si avrà successivamente 

— c“ «“-Li.* r a 

1— 2sen*iC= — j-— d’onde sen 2 £C=i — 

2a6 4 ab 

_ 2ab— a 2 — l> 2 +c 2 _ c*--(a— h)* _ (c-f a— fr)(c—«-|-h) 

4 ab iab 4 ab 

(c+a+b—2b)(c+b+a — 2u) (2p— 2b)(2p — 2a) (p — a)(p—b) 


4 ab 

e si ricava finalmente 

sen * 3 * C: 


4ab 


ab 




(p—a)(p—b) 


ab 


[ 8 ] 


che se nella soprascritta forinola [7] sostituiscasi 2cos*iC — 1 
a cosC (31 in fine), e si faccia un calcolo del tutto analogo 
al precedente, si ottiene facilissimaruenle 


cos v 


*C=f/ 


P(P—c). 


ab 


[9] 


dalle quali due ultime relazioni, col dividere l’una per l’al- 
Ira, si ricava 


tn< 


iC=j/ 


(p—a)(p—b) 


p(p—c) 

Con simile procedimento si trovano le altre 


tng£B= 


V- 


( p—a)(P—c) 

p(p—b) 


i n6 |A=l/tfc), 

V p(p — a ) 


[ 10 ] 


[li] 


[ 12 ] 


non meno che quelle relative al seno ed al coseno di -j- 13 e 
di + A. 
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Da ultimo osserviamo che se dividasi una delle prece- 
denti forinole, per esempio la [12], successivamente per 
ciascuna delle altre due , e ne’risultamenti sostituiscansi 
alle diverse tangenti i rispettivi valori in funzione delle co- 
tangenti, si otterrà 

cotl-B p — i; cot J- 

cot-j-A p — a ’ coti- 

d'onde 

p — 6 

coti-B= i coti-A 

p — a 


, V — c 

cot i- C =- coli- A 

p — a 

72. Tutte le notate formole fan rilevare la relazione che 
debb’ esistere fra tre rette a. Zi, c, quante volte si vogliano 
far essere lati di un triangolo. Di fatti, considerando, per 
esempio la forinola [10] , apparisce che la quantità sottopo- 
sta al radicale dev’essere positiva perchè il medesimo non 
risultasse immaginario, e ciò esige o che ciascuno de’ tre 
binomii p — a, p — li , c p — c , sia positivo , o che uno sia po- 
sitivo e gli altri due, per esempio p — li , cp — c, negativi ; 
ma questa ultima supposizione non può aver luogo, giacché 
se fossep — b<£,0 ep — c<Odovrebb’essere anche la loro som- 
ma minore di zero, ossia2jp — b — c<0, e quindi a<0, lo che 
è assurdo. Adunque dev’ essere p — a>0, p — b>0,p — c>0, 
e quindi 2 p — 2a>0, 2 p — 2ii>0, 2 p — 2c>0, ossia 

(i-f-c>a, u-t-c>ii, a-f-Zi>c, 

lo che addimostra che ne’triangoli un lato qualunque è sem- 
pre minore della somma degli altri due. 

Risoluzione de’ triangoli obbliquangoli. 

73. Prol»lcm» t.° — Dati due angoli di un triangolo ed 
un lato opposto ad uno di essi, determinare le altre parti. 

In prima si trova il terzo angolo sottraendo la somma dei 


C _ p — c 
A p — a 


[13] 
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— Si- 
tino dati da 180°; sicché nella ipotesi ili esser dati A, B, 
ed a, si ha 

C = 180° — (A-t-B), 

e poiché sen A : sen B :: a : b , sen A : senC : : a : c si tro- 
veranno gli altri due lati mediante le forinole 

, asenB asenC 

b = — , c= — , 

sen A sen A 

alle quali applicando i logaritmi, si ottiene 

Log. b=log. a-f-log. senB-|-com. log. sen A, 

I,og.c = log. a-t-log. sen C-f- com. log. senA. 

ESEMPIO NUMERICO 

Sia A=27° 15' 31", B = 54°28'12", o=147,86. 
Essendo C=180° — (A-t-B), se sostiluiscansi gli asse- 
gnati valori di A e B risulta G=98°16'17"; si calcolano poi 
i lati b e c come sotto. 


Calcolazione di li 

^ asenB 
sen A 

log. a 2,1698507 

log. sen B . . . . 9,9105237 
Com. log. sen A . 0,3391274 
log. b .... 2,4195018 
b= 262,72 


Calcolazione di c 
asen C 

C 7 , 

sen A 

log. a. ...... 2,1698507 

log. sen C ... . 9,9954587 
Com. log. sen A . 0,3391274 
log. c .... 2,5044368 

c = 319,47 


74. Problema 8 .® — Dati due lati di un triangolo e l'an- 
golo opposto ad uno di essi, trovare le rimanenti cose. 

Siano dati a, b, ed A; dalla proporzione a:b : : sen A : senB 
si ricava 


senB 


6 sen A 
a 


ed una volta conosciuto l’angolo B, si otterrebbe il terzo C 

11 
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mediante la gelazione C=180° — (A-f-B). Da ultimo si trove- 
rebbe il lato incognito c, con l'altra proporzione 
sen A : senC : : a : c. 


la quale dà (*) 


a sen C 
sen A 


Il problema attuale, giusta quanto si è apparato nella geo- 
metria elementare , può non ammettere soluzione alcuna, 
può ammetterne una sola, ed in alcuni casi può anche pre- 
sentarne due; ma siffatte deduzioni possono ricavarsi tutta- 
via dalle formole stabilite qui sopra. Di vero l'angolo B (dal 
quale dipende 1" altro C, e quindi il terzo lato c) vien deter- 
minato per mezzo del suo seno, c poiché il seno di un arco 
deve sempre esser minore del raggio trigonometrico, segue 

che quando si ha scnB , ossia ! JSCn ^ , maggior di 1, il va- 
ti 

lor di B è immaginario, c quindi il problema impossibile; 
mentre se l'anziscritta frazione fosse eguale ad I , il valor 
di B sarebbe unico, cioè 90°, e si avrebbe una sola soluzio- 
ne; che se — — <1, allora (poiché ad un medesimo se- 

ti 

no corrispondono due angoli uno acuto e l’altro ottuso, che 
sono supplemenlali) dinotando con B' l’acuto e con B" l'ot- 
tuso, si avranno due altri valori per C, i quali , rappresen- 
tandoli rispettivamente con G' c C", saran dati dalle rela- 
zioni 

C'=180°— (A+B') , C"=180°— (A+B"), 

c però nella supposizione attuale il problema può ammettere 
due soluzioni. 


(■) Quest' ultimo quesito può essere determinalo divorsamenlc col solo mez- 
zo delle quantità date, senza determinare prima l'angolo C ; ma la forinola che 
si ottiene è poco utile al calcolo logaritmico , e se la si trasformasse per modo 
da essere comoda al calcolo logaritmico , si giungerebbe ad un’altra che im- 
pegna ad egual numero di approssimazioni : pertanto si preferisce la prece- 
dente. Si regganogli Elementi di Geodesia del professore F. Amante pag, 19 
Napoli 1847. 
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In quest’ultimo caso abbiam detto che il problema può 
ammettere due soluzioni, e non già che dere ammetterle, 
poiché la esistenza degli angoli C' e C" è subordinata alle 
condizioni 


A-t-B'<180° [1], A+B"<180° [2], 


• nelle quali bisogna ricordare clic B' rappresenta un angolo 
acuto, e B" l’ottuso complementale ; si vede quindi che per 
decidere della esistenza delle relazioni precedenti, è neces- 
sario considerare la grandezza dell’angolo dato A. Suppon- 
ghiamo primieramente che A sia ottuso o retto, allora la 
seconda relazione non può esistere e , verificandosi sola- 
mente la prima, nc seguo B'<180° — A, d’onde 


senB'<senA, ossia 


bsenA 


a 


< sen A 


il che mena a dover essere b<a. Adunque quando l’angolo 
dato è retto o ottuso, non vi può essere che una sola solu- 
zione, e perchè la medesima avesse realmente luogo, ù ne- 
cessario che il lato, il quale supponcsi opposto all’angolo 
dato, fosse maggiore del rimanente. 

In secondo luogo sia A <90°: si verificheranno in tal caso 
ambo le relazioni [1] e [2] , c nella prima essendo acuto 
tanto A quanto B', sarà l’uno maggiore o minore dell’altro, 
a misura che il lato a è similmente maggiore o minore di b ; 
per conseguenza sussisterà sempre la soluzione in cui en- 
tra l’angolo B', purché sia — — — <1 ; ma il supporre che 

si verifichi la seconda relazione A+B"<180°, vale suppor- 
re che debba essere A<^180°— B", cioè 


sen A < sen B", 


ossia 


sen A< 


òsen A 
a 


d’onde a<ò : 


sicché nella ipotesi che l’angolo dato è acuto, se il lato op- 
posto è maggiore dello adiacente dato vi sarà una sola so- 
luzione, e ve nc saranno due nel caso contrario, salva rc- 
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i ... osella. 

stando sempre la ipotesi di — - — <1 , la quale mena ad 

«>bsenA, ossia che il lato opposto all’angolo dato dev’es- 
sere maggiore della perpendicolare al lato da determinarsi 
condotta dal vertice opposto. 

Le identiche conclusioni si possono ottenere con lo ap- 
plicare a questo problema il principio dimostrato nel nu- 
mero 69 : di fermo avendosi per quel teorema 
a*=b*-)-c® — 2becos A, 

si ricava 

c — b cos A ± V b*co$” A u* — b* , 

ossia 

c— b cos A ± 1/ a* — b’(l — eos*A) = b cos A ± l/a* — b* sen*A 

e quindi , avendo riguardo al valore della quantità sottopo- 
sta al radicale, si scorge chiarissimamentc che le soluzioni 
possono essere due , una, o nessuna ; ed un esame più ap- 
profondito farebbe rilevare che ciò avviene nelle istesse cir- 
costanze esaminate di sopra. 

e s f. m p i o 

A = 71° 16' 43", « = 7832,06, b= 8046,52. 

Vi sono due soluzioni, perchè A <90°, ed a<b. 

bscnX 

Calcolazione dell'angolo 13. Dalla formola scnB=— — —si ha 

• a 

Log.senB=Log.b-|-log. sen A-j-com. log.a, e quindi 

Log. 80.46,52 . 3,9056081 

Log. sen 71° 16' 43" ./. . . . 9,9703915 

Com. log. 7832,06 6,1061240 

Somma . . 19,9881236 

Log. sen B 9,9881236 

B'= 76° 39' 41", 4 B”= 103° 20' 18", « 
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i.° soLuz : B = 76“ 39' 41", 4 
Calcolaz. di 0=180° — (A+B) 


A 71° 10' 43" 

11 76° 39' 41", 4 

A + 11 = 147° 56' 84", 4 
C = 32“ 3' 35",6 


Calcolazione del lato e 
asonC 

^ i 

sen A 

log. 7832,06. . . . 3,8938700 j 
log.sen 32“3'35",G. 9,724935:i' 
C.log.sen 71°10'43" 0,0230085 

Somma . . 13,6424198 

log. c 3,6424198 

0=438,955 


85 — 

.2.° solus: B=103° 20' 18", 6 
Calcolaz: di C=180°— (A+B) 


A 71° 10' 43" 

B 103° 20' 18", 6 


A + B. . .174 37' 1",G 
C=5° 22' 58", 4 

Calcolazione del lato c 

asen C 

c — — '~1T> 
sen A 

log. 7832,06. . . . 3,8938760 
log.sen5°22'58",4. 8,9722537 
C.log.sen 71°16'43" 0,0230085 

Somma . . 12,8897382 

2,8897382 

c= 775,78 


log.c 


75. Problema 8.° — Risolvere il triangolo di cui si co- 
noscano due lati e l’angolo da essi compreso. 

Sia C l’angolo dato, ed a e b i lati che lo comprendono: è 
chiaro che se si conoscesse un altro de’rimanenti angoli A 
e B la soluzione potrebbe completarsi come nel primo o nel 
secondo problema ; or poiché di tali angoli è già cognita la 
somma, essendo A+B=180° — C, cosi ove mai potesse de- 
terminarsi la differenza A — B, si avrebbe modo come veni- 
re in conoscenza di A e di B mediante il notissimo teorema 
che il maggiore de’ due è uguale alla semisomma più la seni t- 
differenza , e che il minore eguaglia la semisomma meno la 
scmidifferenza. Or poiché si sa essere a : b : : sen A : senB ; 
ne segue che 

a + b : a — 6 : : sen A + sen B : sen A — scnB , 
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c quindi facendo uso del principio dedotto in ultimo del nu- 
mero 42, si ha 

a+b : « — b : : tng£(A-(-B) : tngì-(A — B), 


d' onde 

e poiché dev’essere ■JA-f-'j B-t-iC = 90°, ne segue che 
tng i(A-(-B)=tng(90 o — -;C)=cot-jC, e quindi 

tng'j A — B)=- — -cot j C. 

a-t -b * 

Con questa ultima formola si ricava comodamente il va- 
lore di £(A — B), potendosi giovare de’logaritmi; ed una volta 
che si è determinata la semidilferenza si deduce 

A-f-B A — B „ A-t-B A— B 

- *=—+—• * n =-i — • 

Dopo ciò si può determinare il terzo lato c, come nel pro- 
blema l.° (73) , mediante la proporzione fra’ lati ed i seni 
degli angoli opposti, o anche direttamente con l’aiuto della 
formola del numero 70; ma nelle applicazioni numeriche , 
affin di trovare un logaritmo di meno , può adoperarsi la 
formola 

(a-l-b)scn jC 

cos-j(A — B) ’ 

la quale si ottiene nel seguente modo. Dalla solita propor- 
zione a : b : : senA : senB, si ha 


«-t-h;senA-j-scnB::a:senA, quindi 


a a-{-b 

senA senA+senB 


[»] 
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c poiché mutando]) e q in A e lincila prima delle formolc [28] 
(pag. 41) si ha che sen A-|-scnB=2sen4-(A+B)cosl-(A — 11), 
ed al fattore senT(A-hP) sostituendo la quantità eguale 
cos ì-C (atteso che ; (A-t-B)=90° — ~C), cosi la relazione [1] 
prende la forma 

a a-t-6 

senA 2coS'j C.cos-J (A — B)’ 

laonde 

— asenG a + b ~ , r __ («+6)senjC 

C senA 2cosiC.cosi(A— B)' 5 ‘ cos*(A— B) 

ESEMPIO 

«=379,94 , b =218,563 , C=32°19'47" 

Calcolazione per trovare l'angolo |(A — B) 

tngi(A— B)=^^cotiG 


a — b. 161,377 Log.(«— b). . . . 2,2078416 

a+b 598,503 Com. log. (a + b) . 7,2229336 

iC 16° 9' 53" ,5 Log.cotiC .... 10,5378189 


i(A + B). . . . 73° 50' 6" ,5 Log. tng£(A — B). 9,9685941 

J(A — B) =42° 55" 48" ,5 


Calcolazione degli angoli A e B 


+{A + B) 
i(A-B) 


. . 73° 50' 6", 5 
. . 42° 55' 48", 5 

A =116° 45' 55" 
B= 30° 54' 18" 
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Calcolazione del lato e 

9 

(a + b) sen f-C 

L cosi(A — B) 


Log. (a+b) . . 2,7770064 

Log. seni C 9,4446724 

Com. log. cosj (A — B) , . , 0,-1667852 


log. e. ..... . 2,3885240 

e =244,639 


76. Problema 4.° — Dati i tre lati di un triangolo deter- 
minare i tre angoli. 

Le formole [10], [11] e [12] del numero 71 (pag. 79) risol- 
vono immediatamente questo caso , quante volte fra’lati si 
verifichi la necessària condizione di essere uno qualunque 
di essi minore della somma degli altri: sicché resta solo 
applicarle ad un caso particolare. 

9 

ESEMPIO 

\ 

Sia a = 137,004 6=98,620 c = 200,008 


Operazioni preparatorie 


ji = |-(a+6 + c) . . 217,816 log .p 2,3380898 


p—a 80,812 log.(p — o) ..-.1,9074759 

p—b 119,196 log. (p— b). . . . 2,0362017 

p — c 17,808 log.(p — c). . . . 1,2506151 
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Calcolazione, per Vangalo A 


Calcolazione per l'angolo B 


tng-J- A= 



(P — M(P — <■ ) 
p (p — a) 


t»giB= 



(/)—«)(/>— e) 
p(p—b) 


log. (p—b ) . . . 
log.fp— e) . . . 


1,0381308 

0,0253075 


Co m.~ log. (p— a) 9,0462621 1 : 
Coiti. | log. p. . . 8,8309551 ! 

log. tng-jA. . . . 19,5400555 
i-A = 19° 9' 0",35 
A =38° 18' 0", 7 


J-Iog. (p — a) . . . 0,9537379 
J-log. (p — e) . . . 0,0253075 
Com. ì log. (p—b) 8,9018092 
Com. j-log.p. . . 8,8309551 

log.lngiB. . . . 19,3718097 
i 15 = 13° 14' 53", 3 
15=20° 29' 46" ,0 


Calcolazione, per l'angolo C 


ing*C=j/' 


( p— a)(p— ò) 
p(p— e) 


i log.fp— a) . . 

i log. (p—b) . . 

Com. ; log. (p — e). 
Com. | log. p . . 

log. tngJ-C 


. 0,9537379 
. 1,0381308 
. 9,3740925 
. 8,8309551 
. 20,1975103 


iC= 57° 36' 6", 35 
C = 115° 12' 12", 7 


Bipruova, A -|-B-t-C=180 o . 


Eseguila la calcolazione del logaritmo della langenle del- 
l’ angolo A, se si sottragga da 10, s-i avrà quello di col jA, 
ed allora la calcolazione di B e di C potrà effettuarsi con 

12 
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maggiore brevità facendo uso delle formolo [13] del nume- 
ro 71 ; appunto come vedesi praticato qui sotto. 


Calcolazione di B 

J) 

cotiB= cot-j A 

p—a * 

log .(p—b) .... 2,0762617 
log. coli A. . . . 0,4503445 
Coni. log. (p — a) . 8,0925241 

log. coti B. . . . 10,6284303 
;B = 13° 14' 53" ,3 
B= 26° 29' 46", 6 


Calcolazione di C 

coli C=— — - coti A 
p — a 

log. (p — c) 1,2506151 

log. coti A .... 0,4593445 
Com. log. (p — a) . 8,0025241 

log.cotfC= 9,8024837 
ìC= 57° 36' 6",3G 
C=H5° 12' 12", 7 


77. Per comodo di que’ elio volessero esercitarsi nella so- 
luzione numerica de’varii casi de' triangoli obbliquangoli 
{frodiamo utile esibire tutti gli clementi di uno stesso trian- 
golo, una con i logaritmi de’varii numeri proposti e di molti 
altri ila essi dipendenti, i quali possono presentarsi nelle 
calcolazioni all'uopo necessarie; e con ciò si possono veri- 
ficare i risultamene delle singole operazioni. 


(t=0,9572357 
b= 0,7823952 
c= 0,6649831 


log. a= 9,9810189 
log. b = 9,8934262 
log. c= 9, 8228106 


a + b = 1,731)6309 
u 4- c = 1,62221 88 
b + c= 1 ,447.3783 


log. (« b) = 0,2404571 

log. (a+c) =0,2101094 
log. (6 -|-c) =0.1 605821 


a — b= 0,1 748405 
«— c = 0,2922526 
b — c=0, 1174121 


log. (a — b) — 9,2426420 
log. (a — e)=9,4C57584 
log. (b — c)=9, 0697129 


p— 1,2023070 


log.i)=0, 08001 53 
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p — a =6,245071 3 log. (p — a) =9,3892925 

p— 5=0,4199118 log. (p • — b) = 9, 6231 581 

p — c=0, 5373239 log. (p — c) = 9, 7302362 

A = 82° 22' 35", 2 log. sen A=9, 9961143 

11 = 54° 6' 29", 0 log. sen B=9, 9085516 

C = 43° 30' 55", 8 log. sen G=9, 8379360 

-è- A =41° 11' 17", 6 log. sen *A= 9,8185787 

*11=27° 3' 14", 5 log. s e ri * li = 9 ,6578495 

* C = 21“ 45' 27", 5 log. sen *C= 9,5690027 

log. tngv A =9,9420432 *(A + B) =68° 14' 32", 1 

log. ing*B=9,7081776 *{A+ C) = 62" 56' 45", 5 

log. tng* 0=9,6010995 *(B+ C) = 48“ 48' 42", 4 

*(A — B)=14° 8' 3", 1 log. tng*(A+B)=0, 3989005 

*(A — C)=19° 25' 49", 7 log. tng*( A+ C) = 0,2918224 

*(B — C)= 5° 17' 46", 6 log. lng*(B+C)=0, 0579568 

log. cos*(A— B)=9, 9866-493 log. tng*(A—B)=9, 4010854 
log. cosi (A— C)= 9,9745328 log. tng*(A— C) =9,5474713 
log. cos*(B— C)=9, 9981419 log. tng*(B— C)=8, 9670875 

Risoluzione de’ triangoli rettangoli 

78. Sono anche quattro i diversi problemi che si possono 
proporre su’lriangoli rettangoli, cioè 

1. ° Quando sono dati, la ipotcnusa ed uno de’ cateti. 

2. ° » » la ipotenusa ed un angolo adiacente. 

3. ° •> » i due cateti. 

4. ° » » un cateto ed un angolo acuto. 

‘ Si ottiene facilmente la soluzione di ciascun problema sa- 
pendosi che ne’ triangoli rettangoli ((>7) han luogo le rela- 
zioni 


a : h : 

1 

senB . . 

• • m> 

a : c : : 1 

senC . . 

• • [21, 

a : b : 

1 

cosC . . 

• • [3], 

a : c : : 1 

cos B . . 

• • w, 

b : e : 

1 

tngC . . 

• • [5]. 

C : b : : 1 

tngB . . 

. . [6], 

ò*+c‘ 

=a 

a 

• • m. 

1 

© 

8 

II 

O 

B . . . . 

• • [8], 
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dalle quali si vede chiari) che il primo caso resta risoluto 
dalla equazione [7] e dalle proporzioni [4] e [8] , o anche 
dalle altro due [3] e [4]. 

Nel secondo caso si ottiene la soluzione con la equazio- 
ne [8] e con le proporzioni [4] e [2], o anche con le altre [3] 
e [4], 

Nel terzo caso si trovano gli angoli acuti con le relazio- 
ni [5] e [6] , e poi col mezzo di una qualunque delle altre 
precedenti si otterrà la ipotenusa. 

Finalmente nel quarto caso , la ipotenusa sarà data da 
una delle relazioni [4] e [4] , o da una delle [2] e [3] , il ri- 
manente angolo acuto dalla relazione [8], e l’altro cateto 
dalla [7], 

Omettiamo di riportare esempii numerici relativi a cia- 
scuno degli enunciati problemi, giacché siam certi di non 
presentarsi difficoltà a chi volesse applicarvi le soluzioni 
testò indicate: ma ove si desiderasse di ciò praticare, si po- 
tranno scegliere i dati fra’ valori qui sotto notati, fra’ quali 
valori van compresi pure non solo i quesiti, ma anche i ri- 
sultamenti delle principali operazioni inservienti aH’oggelln 

<1=62,325 log. a =4,7946623 A=90° 

h=52,356 log . b = 4,7489665 B=57° 8' 40" 

c=33,843 log. c = 4, 5290837 C=32° 54' 20" 

log.senB = log. cos 0=9,9243005 , 
log. cosB = log. sen 0= 9,7344484 , 
log. lugli =0,48988623 , log. tng 0=9,8404477. 

79. Dopo ciò che si ò detto, non è difficile venire a capo 
della soluzioni degli altri problemi anche relativi alla riso- 
luzione de’triangoli, e nelle cui enunciazioni i tre elementi, 
necessarii alla loro determinazione, son dati implicitamen- 
te. In tali casi la difficoltà si riduce a dedurre dagli enun- 
ciali, facendo uso de’principii messi in chiaro in questa e 
nelle due sezioni precedenti , una o più equazioni , d’onde 
potessero ricavarsi le espressioni degli elementi espliciti , 
o di quel che basta per far dipendere la loro determinazio- 
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no «In uno dc’qualtro problemi risoluti <|ui sopra. Cosi nella 
ipotesi clic di un triangolo MIC si conosca la somma K dei 
due lati BC e GA, rappresentali da a e !>, l’angolo C da essi 
compreso, e la grandezza ut della corrispondente bisettrice 
DC, e vogliansi conoscere gli altri angoli e ciascuno de’ tre 
lati, sarà lacilc darsi ragione come il tutto dipende dalla 
conoscenza di a eh, dappoiché 
ammessala, si compirà la soluzio- 
ne del problema come nel nume- 
ro 75. 

Per vedere quale sia il nesso 
clic unisce i dati co’quesiti, rap- 
presentiamo con x cd y i segmenti BD, DA prodotti dalla 
bisettrice sulla base ignota AB, e si tiri la DE parallela a 
11G. Pel teorema 1." (dìi) si ha sen DEC : scn ECD : : CD :DE, 
ed osservando che il seno dell'angolo DEC eguaglia quello 
dell'angolo AED, il quale pareggia l'altro ACB rappresen- 
tato con C, la soprascritta proporzione corrisponde all’altra 
sctiC : seui-C : : in : DE, d’onde si ricava 





DE: 


msenjC msen-j-C 


tn 


sen C 2sen i- Ccos i-C 2cos-è-C 


e questo valore, che può essere calcolato agevolmente con 
l’aiuto de’ logaritmi , sia rappresentalo da h. Inoltre, por i 
triangoli simili ABC, ADE si ha 

AB : AD : : BC : DE, ossia 
x + y :y ::a:h; 

e poiché la DC divide per metà l’angolo in C, sarà 

x : y : : a : b , d'onde x + y : ij : : a + b : b, 

ossia x + y : y : : K : b, 

e quindi, a causadel rapporto comune, si ottiene a : li :: K :b, 
d' onde 

ab—liK: 

Sicché delle quantità ignote a e b conoscendo la somma 
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K cd il prodotto /iK, si potrà formare una equazione di se- 
conda grado 

u* — Ku+hK=0 

di cui le radici rappresenteranno i valori di a e di b. 

80. Diamo termine a questo capitolo col riportare gli 
enunciati di alquanti problemi per servire di esercizio agli 
studiosi. 

Calcolare gli elementi ignoti del triangolo di cui conoscasi 

I. ® L' altezza e gli angoli alla base. 

SS. 0 L'altezza,- la base e l'angolo al vertice. 

3. ° L’altezza, il contorno, ed uno degli angoli alla sua base. 

4. " L’altezza, la base, ed il raggio del cerchio circoscritto. 

5. ® L'altezza, la bisettrice, e la mediana, tutte contate da 
uno stesso vertice. 

0.® Le tre altezze. 

7. ® Le tre mediane. 

8. ® Due lati c la bisettrice dell'angolo tra essi compreso. 

9. ® Un lato , l' angolo opposto ed il raggio del cerchio 
iscritto. 

10. ® Un lato, il raggio del cerchio circoscritto, e la distanza 
de' centri dell' iscritto e del circoscritto. 

II. ® Un lato, l'angolo opposto ed il rapporto degli altri ri- 
manenti due lati. 

12. ® Un angolo , un lato adiacente e la somma degli altri 
rimanenti due lati. 

13. ® Un angolo , un lato adiacente e la differenza degli al- 
tri due lati. 

14. ® Un angolo, la somma, e la differenza de' quadrati de- 
gli altri due lati. 

15. ® Un angolo e le distanze degli altri due da'lati opposti. 
10.® Un angolo , la somma de’ lati che lo comprendono , e 

l'altezza computata dal detto angolo. 

17. ® Un angolo, il raggio del cerchio iscritto , e quello del 
cerchio circoscritto. 

18. ® Un lato, la distanza dal vertice opposto, e la differen- 
za degli angoli adiacenti. 

19. ® Un lato, l'angolo opposto , ed il rettangolo degli altri 
due lati. 
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SO. 0 Un lato, l'angolo opposto, e la somma o la differenza 
degli altri due lati. 

21. ° Due lati e la somma o la differenza degli angoli op- 
pòsti. 

22. ° Un angolo, la sua distanza dal lato opposto, e la som- 
ma de' lati che lo comprendono. 

23. ° Un angolo la sua disianza dal lato opposto , ed il ret- 
tangolo de' lati che lo comprendono. 

24. ° Un angolo, la sua distanza dal lato opposto, ed il rap- 
porto de' lati che lo comprendono. 

25. ° Un angolo, il lato adiacente e l' area. 

2G.° Un angolo, il perimetro e l'arca. 

27. ° I tre angoli e la somma o la differenza di due lati. 

28. ° I tre angoli ed il perimetro. 

29. ° I tre angoli e l'area. 

CAPITOLO IV. 

Uso delle linee trigonometriche in alcune ricerche 
di Geometria. 

81. Nello stabilire le equazioni relative ad alcune qui- 
stioni di Geometria possono applicarsi con vantaggio le li- 
nee e le forinole trigonometriche ; con le prime si fa en- 
trare immediatamente la considerazione degli angoli, e con 
adoperar le seconde si fa uso implicitamente delle relazioni 
cui debbono la loro origine; perciò col mezzo delle lineo 
trigonometriche si può restare agevolato nello esame delle 
varie conseguenze che menano allo stabilimento della equa- 
zione finale relativa ad una quistione, specialmente quando 
trattasi di dover considerare la scambievole inclinazione di 
linee; ed avviene talora che le introdotte funzioni circolari 
spariscono affatto da’ risultamenli finali, mentre tal altra vi 
si conservano senza punto farle essere meno agevolmente 
costruibili. In ogni caso però non dee perdersi di mira la 
conveniente semplicità delle costruzioni grafiche , dovendo 
sempre mai nella risoluzione de’ problemi geometrici pre- 
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ferire quei mezzi che , agevolandone l'analisi , conducono 
ad una composizione elegante. 

Il problema, trovare il diametro di quel semicerchio nel 
(quale adattando successivamente tre rette date si formasse 
un quadrilatero inscritto , può essere analizzato in diver- 
se maniere, e noi affin di mostrare come la considera- 
zione delle linee trigonometriche può condurre alla deter- 
minazione della equazione, facciamo riflettere inoltre clic, 
supponendo risoluto il detto problema,. la metà di ciascuna 
delle tre rette date costituisce il seno della metà dell’arco 
sotteso, e poicliò le tre metà degli archi sottesi formano un 
quadrante, ne segue che il seno di uno di essi pareggia il 
coseno della somma degli altri due, perciò rappresentando 
con *,£,y, gli archi sottesi rispettivamente alle corde a, b, c, 
e con x il diametro richiesto, si ha che 


sen-| *=cos(;^-)-y), ossia 
sen i\*=cos-' (Jcos -gy — seri ì^sen| y... [1] 

or supponendo che dette linee sian valutate nel cerchio di- 
raggio 1 , e sapendo che i seni sono proporzionali a’ raggi, 
si ha 

u . , ò c 

sen-ì-irr:— , sen£3=^-, scn-J-y=- 

xxx 


e quindi 


cos-J-;3= 


Vx'—b' 


1/ X* — c* 

cos A y = 

x 


i quali valori sostituiti nella equazione [1], e fatte le debite 
riduzioni, si ottiene la equazione 

x ’ — (u'-f- ò*-)- c*) x — 2rt&c=0. 

82. Ma l’ uso vantaggioso che può farsi delle formolo tri- 
gonometriche nella soluzione algebrica de'problemi si ri- 
leva ad evidenza dalla seguente quistione, che ha occupato 
varii distinti Geometri, dc’quali basterà citare il Cartesio ed 
il Lhuilier. 

Con quattro rette date a, b, c, d, costruire un quadrilate- 
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ro che fosse inscrittibile in un cerchio. Chiamando 9 l'angolo 
compreso fra i due lati a, b, ed x la diagonale che unisce 
gli estremi di questi lati, sarà (*) 

x*= a’+i»’ — 2 ab cos 9. 

Or affinché il quadrilatero sia iscriltibile nel cerchio bi- 
sogna che l'angolo compreso fra i lati c, d sia supplemento 
di 9; quindi si avrà pure 

x*= c*-l- d'4 2 cd cos 9. 

Eguagliando questi due valori di x*, si troverà 
n*-f- b * — 2 a b cos 9. =c’4- d*4- 2 cd cos 9 


, , . , a* 4 - fc* — c* — d* 

donde si ha cos 9= — - — : — ; — 

Y 2al) + 2cd 

Sostituendo questo valore di cos 9 in una delle due espres- 
sioni di x*, ed estraendo la radice quadrata, si troverà 


._,/ cd (°* 


'+b’‘)+ab(c , +d I ) 


ab-\-cd 


V'- 


(ac -j- bd) (ad-f-bc) 
ab 4- cd 


Mettendo 


P 2 = ab 4- cd 
Q'=ac+bd 
H 2 =od-f-hc 


risulterà 




Quindi costruite le tre rette P, Q, 1 >, con una quarta pro- 
porzionale in ordine ad esse, si troverà la x. 

Invece della diagonale x possiamo costruire l'angolo 9: 
a tale oggetto dalla forinola 


tng -S- 9 




1 — cos. 9 
1 4- cos. 9 


C) Questa soluiiune c del nostro distinto Collega l’rof. E. Fergola , c noi 
f abbiamo tratta da una memoria pubblicata dal professore Cav. Flauti. 

13 
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si ricava, sostituendo il precedente valore di eos. 9 , 


. / 2 ab + Scd —a’— 1>*+ c'-h d* 
tngi<f— y 2(lb + 2ctl C % — d* 


V' 


(c -t— d+b — a)(c 4 -<i-t-a — b) 
(a + b-j-d — c)(a-t-b -f-c — d) 


W\ 


(c + d)“ — (a — 6 )® 


(a-f-li)' — (c — df’ 
ponendo n-t- b-t-c-t-d= 2 p, risulterà 


Ingì-f = 



{p — a)(p—b) 
(p c)(p d) 


Quindi la seguente costruzione: sopra due rette perpen- 


dicolari PP', QQ' si taglino 1 



e parli OP, OP', OQ, OQ' cia- 
scuna eguale aji, e poi le 
QA, Q'B, PC, P'D rispet- 
tivamente eguali ad a , b , 
c, d. Sopra OC ed AB co- 
me diametri si descrivano 
i cerchi EKC, ALBL'; ed 

unite le rette KL', KL, si 

** taglino su di esse le parli 
K», K,3 rispettivamente e- 
gualiadtt, b: il cerchio che 
passa pe'tre punti K, a, (3 
sarà quello che si cerca. 
In fatti, essendo OA=p-a, 
ed OB —p — b, sarà 


QL=OL'—l/(p — a)(p — b) ed essendo OC— p — c, OD=p — d 
sarà OK=l/(p — c)(p — d) ; 
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— tra- 


ma »ng.LKO=lngL'KO=^=|/^ — 

b Oh V (p — c)(p — d) 

dunque LKO=I.'KO = -|-<p, e quindi LKL'=<p. 

83. Che se dopo di avere introdotte nel calcolo alcune li- 
nee trigonometriche avviene che le medesime non dispari- 
scano da’ risultamenli , se ne potrà non pertanto effettuare 
la costruzione grafica traendo partito dalle varie relazioni 
trigonometriche, e specialmente col far servire quelle rela- 
tive al triangolo rettangolo (7<SJ. 

Serva di esempio il problema che segue, il quale può es- 
sere risoluto in ben molli altri modi. 

Dato un angolo qualunque AOD— ISO " — <p sulla cui biset- 
trice Q'OQ" sia data la posizione di un punto G, far passare 
per esso una retta EF eguale ad un’ ultra data ni. 

Rappresentando con x ed y i segmenti ignoti OE, OF de- 
terminati dalla retta dimandala EF su'lati dell'angolo, e di- 
notando con a la GH ch'è una delle parallele condotte dal 
dato punto a’medesimi lati, si ha per un teorema conosciuto 

m*=x*-(-y*-|-2a’>/cos<p [1] 

c poiché sono simili i due triangoli EOF, EGII, si ha la pro- 
porzione EO : OF : : EH : J1G ossia 

x : y : : x — a: a, d’onde x + y : y : : x : a 

e si ricava 2a(x+y)=2xy [2] 

addizionando questa equazione membro a membro con l'al- 
tra [1] dopo di aver sostituito al fattore xy il valore di 
a(*"t-y) tratto da [2], si potrà esibire il risultamento sotto 
la forma 

(a:-)-*/)* — 2{a — acos<p)(a;-(- y)=m*, 

ed osservando che se si tiri la GP perpendicolarmente so- 
pra AB si forma il triangolo PGH, di cui il cateto IIP ha 
per espressione ncos<j>, c che per conseguenza la retta OP, 
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clic rappresenteremo con p c clic uguaglia Oli — IIP ovvero 
a — acos<p, sarà quella che corrisponde al coefficiente di 
x+y: se s’introduce per novella ignota la somma delle 



due primitive, cioè a dire se si fa x + y=s, la equazione 
soprascritta addiviene 

c’ — 2pz — m % , 

da cui 

z=p + [/p'+m t -, 

c la costruzione de’ valori di s, di cui l'uno è positivo e l’al- 
tro è negativo , conduce facilmente alla determinazione 
delle rette PZ' e PZ", di cui la prima fa rinvenire le due 
soluzioni contenute nell’angolo ov’è il dato punto, e la PZ" 
quelle relative agli angoli adiacenti. Di fatti una volta che 
il punto Z' è determinato in modo da essere OZ'=EO-|-OF, 
ne segue che se taglisi Z'E'=EO e col centro Z' e col rag- 
gio eguale alla retta data m si descriva un cerchio che tagli 
in Q e Q' la bisettrice OG, unendo E'Q' si formerà un trian- 
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goto Q'Z'E' clic sarà uguale simile e similmente posto al 
triangolo FEO, del quale il lato EF che passa pel dato punto 
G sarà per conseguenza parallelo al raggio Z'Q'; e ragio- 
nando similmente con adoperare gli altri punti d’interseca- 
zione Q, Q", e Q'" si deduce la seguente composizione : 

Dal vertice dell’angolo dato si elevi una perpendicolare 01 
sopra uno da’ suoi lati, e si faccia eguale alla retta data; si 
unisca il suo estremo I col punto li, ove la parallela all' altro 
lato incontra il primo ; a partire dal piede P della perpendi- 
colare, che dal punto dato si dee condurre sullo stesso primo 
lato , si taglino sopra questo , ed in direzioni opposte , due 
parti eguali a detta congiungente HI ; co' punti o ve termina- 
no delle parti come centri si descrivano due cerchi, i quali 
intersegano, generalmente parlando , in quattro punti la bi- 
settrice dell'angolo proposto : ed in fine tirati i raggi che pas- 
sano per detti punti d'intersecazione , e condotte pel dato 
jtunto le parallele ad essi, si otterranno le quattro soluzioni. 

Misura delle figure rettilinee. 

84. Nella misura delle aree si ha pure occasione a trarre 
partilo dalle linee trigonometriche. Cosi, cominciando dal 
triangolo, nella ipotesi che si conoscano due Iati a, b, e 
l’angolo compreso C, è ben eviden- 
te che la sua area S è data dalla 
forinola S=oXtAM: ma pel trian- 
golo rettangolo AMC si ha 

che AM =b sen C, segue perciò 

S = £al>senC [1] 

e poiché si ha a : b : : sen A : senB, ed è sen A=scn (B-f-C) 

• • , asenB , ........ 

si ricava b= — — — , il qual valore sostituito in I , da 

sen(B-t-C) H lJ ’ 

x a*senBscn C 

T sen(B-|-C) ’ 

la quale è una forinola che può servire per determinare 
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l’area ili un triangolo quando se ne conosce un lato e due 
angoli. 

Che se con le formolo [8] e [9] del numero 71 relative al 
seno ed al coseno di £C, si calcoli il seno di C, e si sosti- 
tuisca nella precedente forinola [1] , si ottiene 

S=\Zp[p—a)(p—b){p—c). 


Inoltre ricordando come sopra che senC=scn(A+B) , e 
che sen ( A-f- II) scn (A — B)=sen*Acos*ll — sen*Bcos*A, se 
si fa capo dalla formula [1], si ha successivamente 


ab 


ab 


S = --senC = — sen(A-l-B)=— X 


ab sen(A-l-B)sen(A — B) 


sen (A — B) 


ab sen*Acos’Il — sen*Bcos*A , 

T x scm T -bj ’ qu 


c ab sen* A(1 — sen*B) — sen*B(l — sen* A) 

_ ¥ X sen (A — B) 

ossia, facendo le moltiplicazioni e poi riducendo, 

_ ttb sen* A — sen*B 

S=— X TT 77—; 

2 sen (A — B) 

ma con lo eseguire il componendo c poi il dividendo nella 
nota proporzione sen A : senB : : a : b , si deducono le re- 
lazioni 


senA-f-senB n-f- b 
sen 11 b 


scn A — senB a — b 

sen B b ' 


c queste, moltiplicale membro a membro, e nel prodotto 

senA . senB 

sostituendo all’uno de’duo fattori eguali a — - — , 

« 0 

danno 


.. „ , . ,„,senA senB 

sen*A — sen'Il = («*— t ) X — — . 
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e perciò il precedente valore di S si cangia nell' altro 
(a* — ò*) sen A sen B 


S = A 


sen (A — B) 


il quale dà V area di un triangolo conoscendo due angoli e 
la differenza de' quadrati de’ lati opposti (*). 

Da ultimo se moltiplicando le relazioni [10] [11] e [12] (71) 
si osservi che introducendo un altro fattore p in ambo i ter- 
mini della frazione sottoposta al radicale, il numeratore «li 
essa esprime S% si otterrà la forinola 

tngi-Atng^B lngiC=^ ; d’onde S=p*tngi-A tng£B tngJC , 

della quale si può far uso con vantaggio quando trattasi di 
calcolar l'area di un triangolo conoscendone gli angoli ed il 
perimetro. 

Tutte leprecedenti formole volendole calcolare per mezzo 
de' logaritmi , bisogna ricordare di renderle omogenee in- 
troducendovi il raggio delle tavole con la regola del nume- 
ro 24. 

85. Dalla formola [1] si rileva che l’ arca dì un parallelo- 
grammo, essendo doppia di quella di un triangolo della me- 
desima base e della stessa altezza, eguaglia il prodotto di 
due lati adiacenti moltiplicalo per il seno dell’ angolo com- 
preso: ma dalla medesima si ricava pure quella di un qua- 
drilatero qualsivoglia, poi quella 
di un pentagono, e cosi seguitan- 
do per un poligono qualunque, di 
cui si conoscano tutti i lati meno 
uno, e gli angoli che essi lati for- 
mano tra loro due a due. Di fatti 
un quadrilatero ABCD si potrà considerare come differenza 
de'due triangoli UBC, UAD , quanle volle sian prolungati i 
due lati opposti AB, CD sino al loro incontro in U: or dino- 
tando con Q l’area del quadrilatero, con a,b, c, d i lati 





(') Questa formola fu esibita per la prima volta dal sig . Legevdre , ma 
senza dimostrazione. 
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AB, BC, CD, DA ; con « e y i prolungamenti AU, DU ; con 
A, B, C, D gli angoli della figura ; con U quello formalo dai 
prolungamenti, e con T e f i triangoli BUC, AliD, avremo 

,p (*H-a){y-(-c)senU f _«ysenU 

" o ’ 2 

e quindi 

Q=T — t = -j*csen U-l-~ a y sen U-f~|-acsenU ; 
ma dal triangolo AUD si ha 

* : d : : senD : scnU 

e quindi 

y ; d : : sen A ; scnU 

per conseguenza il trovato valore di Q addiviene 

Q==^ cd scu D -j- 4 ad sen A-J-fac sen U 

d'onde emerge che l'area di un quadrilatero eguaglia la 
semisomma dc'prodolli, due a due, di tre de’suoi lati (‘), mol- 
tiplicalo ciascuno pel seno dell’ angolo contenuto da’ medesi- 
mi due lati. ' 

Se fosse proposto di misurare un pentagono si prolunghe- 
rebbero prima due lati opposti, e si formerebbe cosi un 
quadrilatero di cui la misura sarebbe data dal teorema pre- 
cedente; e poiché la espressione di tale area ha parti in cui 
entrano come fattori i lati prolungati del pentagono , con- 
• * viene sostituire a ciascuna di queste rette la somma dello 
parti ond’è formata, cioè il lato del pentagono ed il rispet- 
tivo prolungamento; e de’ due prolungamenti, che col lato 
intermedio del pentagono formano un triangolo , se ne po- 
tranno dedurre le espressioni in funzione del lato apparte- 
. nónte al pentagono e dagli angoli adiacenti; laonde se dalla 

(*) Fra i quali vi deve essere un solo de’ due che comprendono F angolo op- 
posto alla diagonale esterna del quadrilatero completo clic si forma dal dato. 
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